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Introduccion

El estudio de la Geometria no euclidiana se remonta, segiin los historia-
dores, al siglo XVII con la aportacién de manera accidental del matematico
italiano Gerolamo Saccheri (1677-1733), que buscaba mediante el absurdo
probar la validez del quinto postulado de Euclides, sin embargo daria inicio
al estudio de una visiéon mas amplia en la geometria. Seria dos siglos después
que empezaran a tomar mas relevancia las geometrias no euclideas con el
gran matemdtico G. F. B. Riemann (1826-1866) el cual consolidé las ideas
de sus antecesores, introduciendo conceptos tan abstractos como el de varie-
dad. Desarrollando asi una teoria que tiene numerosas aplicaciones dentro de
la fisica, entre las que destacan la teoria de relatividad. Una de estas geo-
metrias no euclidianas recibe el nombre de Bolyai-Lobachevsky o Geometria
Hiperbdlica, cuya caracteristica principal reside en la posibilidad de hallar
una infinidad de rectas paralelas que pasen por un punto fuera de una ’'rec-
ta’.

Ahora bien, este trabajo esta basado en el libro de Ricardo Benedetti y Carlo
Petronio [1].

Para entender el espacio hiperbdlico H" estudiamos varios modelos de este,
cuya construccion los hace difeomorfos entre si; el primero de ellos, el modelo
del hiperboloide, se obtiene dotando al espacio tangente del hiperboloide de
dimensién n + 1, con la forma bilineal simétrica

(90 | y>(n,1) = Z% *Yi — Tn41 ° Ynt1,

n=1

posteriormente mediante un pullback se lleva la estructura riemanniana al
disco unitario, y esta nueva variedad riemanniana D es el modelo del disco,
conocido como el disco de Poincaré para dimensién dos, por ultimo con la
misma técnica, se da al semi-espacio superior una estructura riemanniana,
esta tltima variedad riemanniana es el modelo del semi-espacio.



Uno de los aspectos a estudiar de la geometria es el grupo de difeomorfismos
conformes y de isometrias del espacio en cuestién. En el primer capitulo de
este trabajo abordamos la descripcion de los modelos y la geometria confor-
me de R”, dado que tiene una estrecha relaciéon con la del espacio hiperbdlico.
Se concluye demostrando el teorema de Liouville, sobre como son los difeo-
morfismos conformes de R™ y se describen también para el disco unitario y
el semi-espacio superior como subconjuntos de R”.

En el segundo capitulo se describe el grupo de isometrias para el modelo del
hiperboloide, que resulta ser isomorfo al grupo ortogonal del hiperboloide,
posteriormente los resultados para el modelo del disco y el semi-espacio nos
dicen que las isometrias son restricciones de elementos del grupo de difeo-
morfismos conformes de R™.

En el tercer capitulo se describen y se dan resultados sobre las geodésicas
para cada modelo, asi como la funcién distancia para el modelo del disco y
del semi-espacio. Finalmente, se habla brevemente de la frontera de H" y se
concluye calculando la curvatura riemanniana del espacio hiperbdlico.



Capitulo 1
Espacio hiperbdlico

En este capitulo se define el modelo del hiperboloide, el modelo del disco
y el modelo del semi-espacio para el espacio hiperbélico H™.
Posteriormente se dan resultados de los grupos de difeomorfismos conformes
del disco unitario D™, el semi-espacio II"™" y S™ vistos como subconjunto de
R™. Ademas se dan de manera explicita dichos difeomorfismos.

1.1. Modelos del espacio hiperbdlico

Definicién 1.1. Una variedad diferenciable de dimension n es un con-
Jgunto M y una familia de funciones inyectivas x, : Uy, C R™ — M que van
de conjuntos abiertos U, de R™ en M tales que:

1. Up(za) = M.

2. Para cada par o, B, con x,(Uy) Nxg(Ug) = W # 0, los conjuntos
o} (W) y x/gl(W) son conjuntos abiertos en R™ y las funciones xgloxa

son diferenciables.
3. La familia {(U,,x4)} es maximal relativa a las condiciones (1) y (2).

La pareja (Uy, o) (0 simplemente la funcion x,) con p € x,(Uy) es llamada
parametrizacion (o sistema de coordenadas) de M en p; x,(U,) es entonces
llamada vecindad cordenada en p. Una familia {(Uy, o)} que satisface (1) y
(2) es llamada estructura diferenciable de M.



Definicién 1.2. Sean M wuna variedad difereciable y p € M, el conjunto de
todos los vectores tangentes a M en p es llamado espacio tangente de M
en el punto p, denotado por T, M.

Definicién 1.3. Sean M y N wvariedades diferenciales. Una funcion diferen-
ciable f : M — N se dice que es un difeomorfismo, si es biyectiva con
wnversa diferenciable.

Dos variedades M, N son difeomorfas M ~ N, si existe un difeomorfismo
entre ellas.

Definicién 1.4. Sean M una variedad diferenciable de dimension n, N una
variedad Riemanniana con métrica g, de dimension m y F : M — N un
difeomorfismo. El pullback de la métrica g asociada a F, es la métrica
dada de la siguiente manera:

F*(g)(up, vp) = g(dFy(up), dFy(vy))

para cualesquiera wu,,v, en T,M, (véase el diagrama siguiente).

dFyxdF,

T,M x T,M T,N x T,N

Modelo del hiperboloide.
Consideremos la siguiente forma bilineal de signatura (n, 1):

(@ ymyy = Z Li*Yi = Tnt1 " Yntl

n=1

y sea

L ={z e R""" : (x| 2)(n1) = =1, Tpy1 > 0}
la parte "positiva” del hiperboloide asociado a (- | -) (1)
Ya que I, = F71(0) donde F(z) = (x | )(n1)— 1 es una funcién diferenciable
y 0 es valor regular de F, entonces I, es una hipersuperficie orientada y
diferenciable en R,
El espacio tangente a I,, en x € I,, estd dado como sigue:

T:cIn = {y € R <fL’ | y>(n,1) = O} = {z}L



Dado que (z | z)(n,1) = —1 entonces la restriccién de (- | )1y a {z} es
definida positiva, es decir tenemos un producto escalar en {z}+.

Asi definimos una métrica naturalmente en 7,1, para cada x € I, que
es globalmente diferenciable. La variedad I,, dotada con esa estructura Rie-
manniana la denotamos I™.

Modelo del disco. Para x € I", sea 7 la restriccion para = € 1™ de la
proyeccién estereografica con respecto a (0, ...,0, —1) del conjunto

{z e R"™ 1,1 >0}

sobre R" x {0} (i.e)
r(z) = (21, ,iL‘n)
1+ 2p
De la Definicion 1.3. tenemos que el disco unitario de dimensién n, D", puede
ser dotado de una métrica mediante el pullback asociado a 7~!(x), sabemos
que la proyeccion estereografica es un difeomorfismo entre 1" y D™, de igual
manera su inversa, que queda definida con la siguiente expresion:

Figura 1.1. Caso 2-dimensional de la proyeccién estereografica del
hiperboloide al disco unitario.

_ 2z, |z|I*+1 _ :
7T_1((L‘)=< ) — conzZ=m(z)yl<i<n.
L=z 1 = [|lz?
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Por lo que, el pullback de la métrica (- | -)(n,1) (vestringida a T,1,) asociada

a m !, es el producto definido por:

<d77_1<u): d7T_1(®)>(n,1) con u,v € Tz;D".

: 2 : |z]* + 1
Definimos f; = ————=con 1 <i1<ny f1 = ——=
1—|[z[]? 1—|z[]
Calculando dzm~! se tiene que:
ofi 201 —[lz)*) — 2:(—2x)
Ox; (1 — [|z]}*)?
2 —2||7||? + 422
(1 —|[z[]*)?
_ o 2(1+ 207 — ||7])
(1 —[z[]*)?
Sii# j, con x; fijo, y 1 < j <n se tiene:
6fj - —2l‘1(—21‘]) 4371'1']'

Ox;  (1—llz[?)? (1 —z2])*
Si j =n+ 1 entonces

Ofnsr _ 2a;(1 — [[2]*) — ([2[* + 1)(=22;)

O (1 —z[[*)?
_ 2x(1— 7”4+ Iz + 1)
(1 — [|z]*)?
_ 4Ij ‘
(1 — []z[]*)?
Resumiendo,
Ofi _ 2(1+2a7 —|z]*)
Ox; — (1—|l7]]?)?
afj 4l'il'j . . .
- - ___="J 1< <
or, — (-Jep 7PV ISIsT
afn—H 4%‘

dz; (1= lz]*)*

(1.1)
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Ahora, evaluando la matriz de derivadas en el vector u = (uy, ..., u,) se tiene
que:

S Oh, N~ Of ”8fn+1>

U; Uiy o U;
- al’l ’ - 89&1 ’ ’ - 81’1
1 i=1 1

(1= [|2[*)*dms " (u) = (

- (@) () ()

fj,xlul + fj,x2u2 + -+ fj,a:nun~

Entonces,
{drz ! (uw)]dmz " (v)) )
(1 _ Hi'H2)4 <fj,$1u1 +.fj,:c2u2++f],:cnun‘

fiz1 + fjzva + - + fj,:vnvn>(n,1)
= (fiao [ fiw) mnwivr + (fias| fias) nytove + - - +
<fj,xn|fj,xn>(n,l)unvn + <fj7$i fj7xk>(n,1)uivk’

con 1 <k <n.

Sustituyendo las derivadas de 1.1 se tiene que:

(fiao iz my = 40+ 227 —[|z]|*)? + 162727 — 1627
= 4((1+227)> =201 + 229)[|Z]]* + ||2||*) + 162727 — 1627
= A1+ 4a7 + 4y = 2||z2)|* — da?|z]* + [|2]*)
+16x7x; — 1627
= 441627 + 1627 — 8||Z||* — 162;||z|* + 4||z||* +
162725 — 1627
= 4+ 162] — 1627 | z|* + 162727 — 8|||z[|* + 4[|z|*
4 — 162723 + 162725 — 8||z||* + 4[|z|*
401 = 2|z)* + [1z]|")
401 — [1z]*)%.
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Uieo Fm) = 201+ 202 — 2lP) () + 201 + 222 — [[7]) (dsae)
= Hrxdrir; — dxday
8viwp(1 + 227 — [|Z||> + 1 + 223 — ||Z]|?) + 162322825 —
16z
= 8z;x,;(2— x?) + 16xixkx? — 162;z;
8x;xy (2 — Zx? + 2x§) — 16,23

16x;x, — 1622

= 0.
Por tanto,
(dsm (1), o= (0) )1y = mm )2 (wron + usvs 4 - -+ tnon)
idmf
_ — =1
(s (), () = 4

El disco unitario D™ dotado con la métrica calculada, la denotamos por
D".

Modelo del semi-espacio.
Consideremos la siguiente funcion diferenciable:

i: D" —R"
x -+ e,
T 22— —e,.
[+ enl
donde e, = (0,...,0,1) y ||-|| denota la norma euclidiana en R". Esto es un

difeomorfismo de D" en II™*, con

m* ={reR":x, >0}

Denotamos por ™ al semiespacio dotado con la métrica del pullback asociado
ait.

Modelo proyectivo o modelo de Klein.
Sea p la restriccion a 1" de la proyeccion candnica de R™ en el n-espacio

proyectivo real RP™, entonces p es un difeomorfismo sobre un subconjunto



13

abierto de RP™.
De la misma manera dotamos a dicho espacio con la métrica dada por p~!
para obtener una estructura Riemanniana.

1.2. Geometria conforme de R"

La geometria conforme permite un calculo completo de las isometrias de
H™, para nuestros modelos en el disco y en el semi-espacio.
Se vera que cualquier isometria con respecto a una estructura hiperbdlica
en D" y ™% es un automorfismo conforme con respecto a una estructura
euclidiana definida por la inmersion en R™ e inversamente.

Definicién 1.5. Sean M y N variedades Riemannianas, un difeomorfismo
f: M — N se dice conforme si existe una funcion diferenciable positiva
a sobre M tal que

(do f(V)|dy f(W)) pz) = (@) (u|w), para toda x € My v,w e T,M.

Notemos que un difeomorfismo conforme preserva angulos pero no nece-
sariamente distancias.
Esta definicién puede ser generalizada para variedades dotadas con una es-
tructura conforme (i.e) variedades en las cuales el dngulo entre 2 vectores
esta definido.

Proposicién 1.1. Sean My, My, M3 variedades Riemannianas y f,g difeo-
morfismos conformes tales que f : My — My y g : My — M3 entonces
go f: My — Mj es un difeomorfismo conforme.

Demostracién:
Sea x € M;. Por hipétesis:

(dof (v)|de f(w1))p@) = (@){v1,w1)s vy, wy € T M,
<d$g(v2>|d$g(w2)>g(f($)) = B(f(x))@?? w2>f(x) Vg, Wy € T, M,

con o(z), B(f(x)) funciones positivas diferenciables y d, f (v1) = va, d, f(wy) =
wy.
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Entonces

{dz(g 0 f)(v1)lda(g o f)(w1))(gos)@) (dyg(f(v1))ldgy(f(w1)))(gor)(@)
<dyg(v2)|d9y(f(w2))>(90f)(x)

= B(f(@))(v2|w2) ()

= B(f(@){def(v1)]def(w1)) )

= B(f(zx))e(z)(vi|wi)e
Dado que S(f(z))a(x) es una funcién diferenciable positiva y la composicién
de difeomorfismos es un difeomorfismo la proposicion queda demostrada. W

~— ~—

Denotaremos como Conf(M,N) al conjunto (y grupo) de difeomorfis-
mos conformes de M en N y Conf(M) cuando M = N. Si se preserva la
orientacién usaremos como anteriormente el simbolo +.

Definicién 1.6. Liamamos inversion con respecto a la esfera M(xq, ) de
centro xqo y radio /o a la funcidn

r — 2o

lyga @ T > Q + xg.

| 2 — o |2
Debemos pensar a 4, , como una funciéon de R™ en si mismo y también

como una funcién de R™ U {oco} en si mismo, donde R" U {oco} = S™ es la

compactacién por un punto de R” e i, , intercambia oo y .

En toda la seccion, S™ serda dotada con una estructura natural conforme
y R" = 8"\ {oo} hereda de S™ su propia estructura conforme; cualquier
subconjunto de R™ serda dotado con una estructura conforme inducida por
R™.

Notemos que la definicién de i,, , tiene sentido también para a < 0 ya que
en este caso i,, o €s la composicién de la inversion con respeto a M (xg, —«)
con la simetria centrada en xg.

Dirémos que dos hiperplanos H; y Hy en R™ son ortogonales si Hi- y H3-
son ortogonales, en el mismo sentido diremos que esferas que se intersectan
son ortogonales si para cualquier punto de su interseccion los dos hiperplanos
tangentes son ortogonales,esto es, si xg v x7 son centros de las esferas, para
cada punto x de la interseccién (z — xy | + — 1) = 0.

Con esta notacién tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2. La composicion iy, o © iz, €s la homotecia centrada en

e
zo de radio —.
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Demostracion:
Observemos que si T es la traslacion x — x + xg, entonces

lage = 1 0000 0T " ¥ iga = lp1,

as{ podremos asumir xo =0y a = 1.

Ahora bien,
Bx
2
(iv 0iop)a) = a
Bx
]|
Bx
TP
g |« |’
[[22[|> [} ]
Bx
Jz]* _ ax
B B
]|

Ahora, suponiendo que a = 1 tenemos la siguiente proposicion.
Proposicién 1.3. La inversion iy, o es una involucion de clase C*.

Proposicién 1.4. Toda inversion restringida a la esfera M (xq, ) es la iden-

tidad, es decir, ix07a|M(mO o = td.

Demostracién:
Dada x € M (xo, ) se tiene que

. . T— T _
(o —aT +x9 = 1.

Por lo que se concluye la proposicién. [

Proposicién 1.5. La inversion iy, o es una funcion conforme.
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Demostracion:
Ya que las homotecias y translaciones son conformes, entonces podemos
reducir el calculo para ig .

Supongamos que i(z) = (f1, f2, .- ., fa). Calculando su diferencial tenemos lo
siguiente:
of; 2 _2g?
fio ]l — 227 conl<i<n,
O [ ][*
= con i # j.
Or;  lz*
Se sigue que,
lz||? — 222 —2my29  —2myz3 ... —2117,
_ 1 —2moxy  ||z||* — 223 —2x9m3 ...  —2mox,
dZo’l TNV . .
] . . :
2x,11 21,79 2r,13 ... |lz|* — 222
Siy=(y1,%,---,Yn) y P la matriz anterior, entonces
Po(y) = (l=lPPyr — 221z, y), [2]Py2 — 220{z,9), - . [|2]Pyn — 220 (2, 1)) -
Ahora, si y = 2 + 2’ donde x € 't
Px(y) = (Htzyl - 2371(3:7 x4+ ‘T/)a ||x||2y2 - 21’2<IE,[E + $,>7 R
|2)Pyn — 22, (z, x4+ 2)
= (I2lPyr — 2zl [J2]Py2 — 22l . - [l2]Pyn — 22nll2]?)
= ”xHQ(yl —2$17?/2_2$27---7yn—2$n)
= |lz]*(y — 22)
= |lz||*(z + 2’ — 22)
[2]*(z" — 2).
Finalmente,
1

do(y) = HxHQPx(y)

donde P, (y) es la reflexién paralela a z. Por ultimo, si pensamos a i o definida
en la esfera de Riemann, esta también es conforme en 0. Por tanto la inversion
11,0 es conforme. [ |
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Proposicién 1.6. Consideremos M (xg, ) y M(x1, ) con x1 # xq, los si-
guientes enunciados son equivalentes:

i) M(x1,0) €S iy o — invariante,

1)
i) M(zo, ) es iy, g — invariante,
iii) || @1 — 2o = a+ B,

)

iv) M(x1,B) y M(zo, ) son esferas ortogonales.

Demostracién:

Primero mostraremos que i) implica iii). Supongamos que 2o =0y a = 1.
Ya que la interseccion de M (xy, 5) con la recta Rz (es decir la recta vz,
tal que v € R) consiste en los puntos (1 & +/3/||z1]|)x1 y por tanto 4o, debe
intercambiar estos. Entonces,

(o) = o (e ) )

(1+\/B)x1

[E21

e (14 2

1]
X1

ot (1 20 )

(1= pamy) (1 gy ) el =1

Asi tenemos que,

de donde,

lza || = 1+5.
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Ahora mostraremos que iii) implica i). Como anteriormente consideremos
axy=0ya=1. Seaz € M(zy,[) entonces,

a1 =1 = B
21> =1 = |z —
o2 =1 = Jlz|® — 2(z|z1) + |24
2(z|z) = |zl + 1. (1.2)
Finalmente,
- 2
i1 (x) — a1]* = Hw—iﬁ
2
x 2(x|zq) 5
= - + [|1 ]
’ | ]|? [Edls
1 2(x|zq)
= - +B8+1
[zl =2
14 ||z]]2 = 2(x|x
_ ||l : (z]z1) LB
k4l
2zx|zy) — 2{z|x
() ~2(ele) |y
k4l
— ﬁ

Por tanto, al conservarse el radio y el centro, concluimos que la esfera M (zy, f)
es invariante bajo la inversién dada.

Luego, andlogamente se prueba que ii) implica iii).

A continuacién probamos que iii) implica iv). Para esto, dado que o, 5 > 0
se tiene que las siguientes equivalencias son ciertas

a+ B < a+pB+2v/apb,
atf < (Va++/B)>

y por hipotesis

lz1 = ol < v+ /B,

esto ultimo quiere decir que las 2 esferas se intersectan.
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Mas ain, si x esta en la interseccion se tiene que

e =zl =a+8 & |lzr—z|* + |z — ]* = 21 — 2ol

& oll? = 2(zi]z) + |2 + [[zol* — 2(zolz)
Fllzl* = [Ja1]® = 2{z1]zo) + [|lzo|l?
—2(z1|z) + 2(z|z) — 2(20|T) = —2(21|T0)
—(z1]z) + (2, 2) — (zo|2) + (21]20) =0
(1 — z|xg —2) =0.

Tt ¢

Proposicién 1.7. Consideremos ¢ = iy, o, H un hiperplano y M una esfera,
se tiene que las siguientes afirmaciones son ciertas:

i) Sixy€ H entonces i(H) =H,

)
i) Sixzo ¢ H entonces i(H) es una esfera y xo € i(H),

)
)
iii) Sixg € M entonces i(M) es un hiperplano y xo ¢ i(M)
iv) Sixg & M entonces i(M) es una esfera y xo ¢ i(M),

)

V) 1 opera biyectivamente en el conjunto de todas las bolas abiertas y todos

los semiespacios abiertos en R™.

Demostracién:
Ya que las propiedades que consideramos son invariantes bajo homotecias
y traslaciones, consideremos i = i ;.

i) Dado que la imagen de cada vector queda contenida en el plano que
lleva su misma direccién, entonces un plano que pasa por el origen
)
queda invariante bajo la inversion.

ii) Sea H =h+ h* con h € R"\ {0}
h 1

considerando ¢ = para x # 0 se tienen las siguientes

227 AfnlP
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equivalencias,

i(r) € M(c,y) & li(z) —cl? =~

N ’ x h 1
[l 2([Rl2 ] 4flA]?
@‘x2<x|h>+”h2_1
]2 A2 20AlP 1 4]l
1 1 1 1
& — (x|h) + =
[l el (7)1 Aflpl> - 4fln]?
1 1
& — (xlh) =0
[l (7)1
1AI[* — ([h)
o 12—V
[l 1A]12
& |Ih)* = (z]h) =0
< (h—zlh)=0
& x e H.
Maés atn i(c0) = 0 € M(c, ), por tanto i(H) = M(c, 7).
iii) Sea M = M(c,7). Ya que 0 € M entonces v = |||
Si tomamos h = —— y H = h + h* por ii) tenemos que

2][e|l?
i(H) = M, entonces (M) = H

iv) Sea M = M(c,~) ya que 0 ¢ M entonces ||c||* # 7.
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Asi tenemos que,

2

. x
i(x) € M(c,vy) < ‘HxHQ— =7
1 2<93|C> 2
& - +[lef*=~v=0
[zl l=]]?
& ellPllz)® = Allz]? — 2(zle) +1 =10
& (el =Nzl = 2(xle) +1=0
2 _ 2_2 1
o el =l 20l 41 _
[e]l> =~
2 1
o el - ol Lo
el =~ le]l* =~
2
N R O
e|l> =~ (el =2)2 el =~

c 2
@xGM( ) )
lell* =7 flell® =~

Por lo tanto

1)) = 0t ) = M (i ).

el =" flell® =~
y por iii) no contiene a 0.

v) Si A es una bola abierta o un semi-espacio abierto entonces 0A es una
esfera o un hiperplano y por i)-iv) pasa lo mismo con i(0A). Por la
Proposicién 1.6, i(A) es conexo y su frontera es i(0A), lo cual implica
que esta es una bola o un semi-espacio.

|

Para analizar el conjunto de difeomorfismos conformes en superficies es

decir con n = 2, consideremos lo siguiente, Una superficie Riemanniana M
conexa y orientada admite una estructura compleja, ademés

f:UCC—M

es una transformacién holomorfa con f’(z) # 0 si y sélo si esta preserva
la orientacion y su derivada preserva angulos. Para la siguiente proposicion
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recordemos algunos conceptos. Dada una funcién compleja f = u + v que
admite derivadas parciales, se pueden definir los operadores

0 1
@ = 82 = 5(6;16 zﬁy),
0

1 .
% = ag = 5(81 + Zay),

llamados Derivadas de Wirtinger, donde
0, = Oyu + 10,0,

B, = Oyu + i0,v.

Con lo anterior se obtienen las siguientes expresiones
Op =0, + 0,

8y - /laz - Zag

Y por las ecuaciones de Cauchy-Riemann tenemos una expresién para la
derivada como sigue

f’(Z) = 0907
por lo que

f'(z) =0, + 0.

Definicién 1.7. Diremos que una funcion es anti-holomorfa si f es ho-

lomorfa. O equivalentemente f es anti-holomorfa si of =0.

0z

Proposicién 1.8. Si M y N son superficies Riemannianas conexas orien-
tadas (dotadas naturalmente con una estructura compleja), el conjunto de
todos los difeomorfismos conformes de M en N es el conjunto de todos los
holomorfismos y todos los anti-holomorfismos de M y N.

Demostracién:
Sea f: M — N conforme. Ya que las funciones constantes son las ni-
cas holomofas y anti-holomorfas a la vez, y estas son condiciones cerradas,
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por conexidad, es suficiente probar que f es localmente holomorfa o anti-
holomorfa; asumiremos que M y N son dominios de C.
Por conformalidad se tiene que

df|? = aldz|?

of of _|* )

‘azdz—f— azd,z = aldz|

af> |af|? ) of (Of )] )
(‘% —l—‘% dz|* + 2R 9. \ oz (dz) = aldz|

Donde 9R(z) representa la parte real de un complejo. Ya que
of (OF\ o
om | 2L [ 2L
N [82 (82) (42)

no es un multiplo de |dz|?, debe ser cero, por tanto G_f a_]_f =0.
0z \ 0z
: of of
Se sigue que para cada punto =z, a—(zo) =00 §(zo) = 0 (pero no ambos
z z
pues d,, f # 0). Entonces

M:{zoeM‘ g—i(zo)zo}u{zoeM) %(20)20}

Ya que ambos conjuntos son cerrados y disjuntos, uno de ellos debe ser vacio,
por lo que f es holomorfa o anti-holomorfa en M. Ademas, por lo anterior

se muestra que si f : M — N es holomorfa o anti-holomorfa entonces es
conforme. |

Consideremos la esfera de Riemann S? = CR!, identificados con el con-
junto C U {oo}.
Definimos dos clases de funciones de CR! en si mismo:

= homografias
az+b

cz+d’

= anti-homografias
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a b
donde <c d) € Gl(2,C).

Para un conjunto de transformaciones F', consideramos los siguientes con-
juntos:

o(F)={f:f(z) = [(z),f € F}y
—F={-f:f€eF}

Para el siguiente teorema utilizaremos algunos resultados de variable com-
pleja que enunciamos a continuacion.

Teorema 1.1. [5, p.151] (Gran Teorema de Picard) Sea f una funcion ho-
lomorfa en una vecindad agujerada V' de zy, donde este punto es una singu-
laridad esencial. Entonces f toma en' V' cualquier valor en el plano complejo,
salvo una excepcion. En dicha vecindad, cualquiera de estos valores son to-
mados un numero infinito de veces.

Teorema 1.2. [5, p.121] (Teorema de Liouwville). Sea f : C — C entera y
acotada entonces f es constante.

Teorema 1.3. El grupo Conf*(S?) consiste en todas las homografias y el
grupo Conf(S?) en todas la homografias y anti-homografias.
Para M = R?, D?, TI>* tenemos

Conf*(M) = {f],, : f € Conf*(S*), f(M) = M},

Conf(M) = {fl,, : I € Conf(S%), F(M) = M}.

En particular,

Conft(C) = {(z——az+b):a,beC,a#0},
Conf(C) = Conf"(C)Uc(Conf*(C)),
= {(zr—>ei912__a 396R7QED2},

— az

Conf*(D?

)
Conf(D?) = Conft(D* Uc(Conft(D?)),

Conf*(II>+) = {(z»% ij_z (‘CL Z) e Sl(2,R)},

Conf(I*") = Conft(II*T) U —c(Conft(I1>1)).
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Demostracién:

Por la proposiciéon 1.8 debemos determinar el conjunto de holomorfismos
y anti-holomorfismos de estas superficies complejas.
Empezaremos con los holomorfismos en todos los casos.
Para el caso de las funciones complejos. Si f : C — C es un holomorfismo
entonces f no puede tener una singularidad esencial en oo, si la tuviese por

1

el Gran Teorema de Picard no seria inyectiva. Asi g(z) = f (—) no tiene
z

una singularidad escencial en el 0. Entonces se tienen dos casos:

1) Si g(z) tiene una singularidad removible en 0 entonces

h'r% 2g(z) = 0, por el Teorema de Liouville f es constante. Esto no puede ser
z—

porque f es inyectiva.
2) Si g(z) tiene un polo en 0 de orden m, entonces se tiene que g(2)z* = h(z)"

para h(z) # 0 holomorfa de donde

g(z) = Z a2
k=—m
entonces .
f(z)= Z a_p2".
k=—o0

Por otro lado, la expansién de Taylor para f en 0 es

f(z) = Z bp2"
k=0

y por unicidad, la serie es finita de modo que f(z) es un polinomio, mas ain
por biyectividad f(z) = az + b.

Para el caso de las funciones definidas en CP! el conjunto de homografias es
un grupo de holomorfismos de CP! e inversamente ya que las homografias
operan transitivamente, dado un holomorfismo f podemos encontrar ¢ tal
que (¢o f)(o0) = oo entonces (¢o f) es un holomorfismo de C y por lo tanto
es una homografia, lo cual implica que f es homografa.
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Por el Lema de Schwarz [5, Teorema 2.30, pag. 97] el grupo de holomorfismos
de D? que mantienen fijo al origen estd dado por rotaciones, ya que las rota-
ciones operan transitivamente la prueba es analoga a la justificacion anterior.
La determinacién de el grupo para Con f+(I1*T) se sigue de que Conft(D?)

Z—1

mapea 1%+

mediante la transformacion de Cayley z —

en D%, ademés de que dicha transformacién es holomorfa y su inversa tam-
bién.
Ahora, dada M € {C, D* TI>"} nos queda probar que

Conf* (M) = (], : I € Conf*(5%). f(M) = M}.

Si f es una homografia y f(M) = M entonces la restricciéon de f en M es un
holomorfismo de M, y al contrario la determinacién de Conf™ (M), en los
tres casos, sus elementos se extienden a homografias.

El caso de las anti-homograffas es andlogo, basta decir que ahora f es holo-
morfa. |
Complementando, el grupo ConfT(D?) se representa usualmente de la si-
guiente manera.

Definimos
1 0
=0 )
y
SU(1,1) = {A € SL(2,C): A'JA = J} .
Entonces

SU(l,l)z{(% g) :a,ﬁeC,|a\2—]ﬁ|2:1},

Conf*(D?) = {(z — ZIZ) : (Z Z) c SU(l,l)} ~ %

Donde I es la identidad.

Proposicién 1.9. Si CP! lo identificamos con R?U{occ} entonces Con f(CP?)
consiste en todas y solo de todas las transformaciones de la forma

z+— Mi(z) +v

donde A > 0, A € O(2), i es la identidad o una inversion y v € R
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Demostracion:

Ya que la conjugacién es un elemento de O(2) consideramos la anti-homografia
az +b
cz+d

fiz—

Probaremos que f se puede escribir como \Ai + v.
Si ¢ = 0 entonces
f=az+0b,
por lo que la proposicién es cierta.
Si ¢ # 0 tenemos que:

bc — ad
a 2 a bc — ad
S = o t—

z 4 ¢

o |

d
2(% _
c(z+c)

d
ac(z + E) + be — ad

d
CQ(Z—FE)
acz + ad + bec — ad
c?Z + cd
az+b
cz+d

Haciendo

bc — ad
2
con A > 0y [ul =1 se tiene que u € O(2). Ahora, definiendo i como la

= \u

inversion con respecto a la esfera con centro en —(%) y radio 1, tenemos que

PN cy i & I )

Por tanto




28

Un calculo similar prueba que cualquier transformacién de la forma AAi + v
es una homografia o una anti-homografia. [ ]

Teorema 1.4. (1) Conf(D?) consiste tinicamente enlas transformaciones
de la forma x — Ai(z) donde i es la identidad o una inversion y A € O(2).

(2) Conf(I1>%) consiste uinicamente en las transformaciones de la forma

xn—>)\(8 ?) i(x) + (8)

donde A > 0, u € O(1) = {£1}, ¢ es la identidad o un inversion con respecto
a la esfera ortogonal a R x {0} y b € R.

Demostracion:

(1) Por la Proposicién 1.5 y la Proposicién 1.6 cada transformacién Ai
pertenece a Conf(D?). Y por el contrario, como las transformaciones de
la forma Ai forman un grupo, por el Teorema 1.3 ya que la conjugacion y
las rotaciones pertenecen a O(2) tenemos que checar unicamente que para

se puede escribir como Ai.

— az

1 [ 1

Ya que la esfera con centro — y radio W — 1 es ortogonal a dD?* (véase
« «

la figura 1.2.)

., z
a € D? la funcién z — ]

DZ
/ )

Figura 1.2.
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Denotando como ¢ la inversién con respecto a aquella esfera se tiene que

1
1 1 2T
i) a+<|a|2 ) 1P
Z—_
[0
1 1 1
= (= 1) —
a+<|a|2 ) — 1
Z— =
«
1 (1—]aP 1
T o\ TheE )| T
a
B 1—|af? 1
- o za—1

Entonces

(2) Ya que i(z) es conforme y por la Proposicién 1.7, cualquier transfor-
macién de la forma descrita pertenece a Con f(IT*T).
Por el contrario, el conjunto de todas la transformaciones descritas forman

O>, por el Teorema 1.3 solo

un grupo y como —z se puede ver como ( 0 1

b .
tenemos que checar que para (CCL ) € SI(2,R) la transformacién

d

_aE—i—b
cz+d

se puede escribir como se requiere.
Si ¢ = 0, tenemos que —az+b es de la forma requerida y la proposicion es
cierta.
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Si ¢ # 0 definimos
bc—ad 1
o a2l

=

d
y consideramos la inversion i con respecto a la esfera con centro —— y radio
c

1, que es ortogonal a R x {0} ya que su centro se encuentra en esta recta;
por lo tanto se puede ver que

Proposicién 1.10. Ya que las traslaciones, homotecias y elementos de SO(n)
preservan la orientacion, mientras que elementos de O(n) \ SO(n) e inver-
stones con respecto a esferas revierten la orientacion, tenemos lo siguiente:

1. Las transformaciones de la forma Ai € Conf(D?) preservan la orien-
tacion si y solo si
[A € SO(2),i = identidad] o [A € O(2) \ SO(2),i = inversidn].
2. Las transformaciones de la forma
uw 0Y . b
(1))

como antes, preservan la orientacion si y solo si

[u=1,i =identidad] o[u = —1,i = inversion].

Ahora probaremos los siguientes resultados para el segundo caso, es decir
para n > 3.
Para la siguiente prueba recordemos que la n-ésima derivada de

fiR" R,
d"f es una forma bilineal (ver [2, pp. 58-63]).

Teorema 1.5. (Liouville) Sean f : U — R™, con n > 3 un difeomorfismo
conforme, entonces tiene la forma

x — AAi(x) + b.

donde A > 0, A € O(n), i es la identidad o una inversion y b € R.
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Demostracién:

Sea a; = (1,0,...,0),...,a, = (0,0,...,1) la base candnica de R" y
(x1,...,2,) las coordenadas cartesianas de R™ relativas a esta base.
Sea eq,...,e, un campo vectorial paralelo diferenciable en U, tal que para
cada punto de U, (e;le;) = d;5. Si A es el coeficiente de conformalidad de f,
podemos escribir

(df(e)|df (en)) = \26 i k=1,..,n. (%)

Sea d? f la segunda derivada de f, dado que es una forma bilineal y conside-
rando la base candnica tenemos que

82 f
2 . . —
d f(a“ &]) 8:5'@83;] '

Tomando los indices i, j, k distintos y derivando (%) tenemos que
(@ f(ei,e5)|df (ex)) + (df (e:)|d* f (ex, e5)) = 0,
(d*f(ejoex)|df (e:)) + (df (e)]d* f(es, ex)) = 0,
(d” f(er e5)|df (e;)) + (df (ex)|d” f(e;, €3)) = 0.
Sumando las dos primeras igualdades y restando la ultima obtenemos
<d2f(€/€’ ej)v df(e,)) =0

con 1, 7, k distintos entre si.
Fijando k,j y dejando variar ¢ en los (n — 2) indices restantes, concluimos
que d?f(eg|e;) pertenece al plano generado por df (e;) y df (ex). Por tanto

& f(ex, €;) = pdf (ex) + vdf (e;).

Ya que
(df (ex)ldf (ex)) = {df (e5)|df (e;)) = A%
Derivando (df (ex)|df (ex))) en direccién del vector e;

2(d? f(ex), df (ex)) = 2dA(e;).

Ahora, derivamos (df (e;)|df (e;)) respecto a la direccion del vector ey

2(d?f(er,), df (ex)) = 2d\(ey).



32

Entonces )
= (d°f(en,€5)|df (er)) _ AdA(e;) _ dA(e;)
A2 A2 A
_ (P f(ej,en)ldf (ej)) _ AdA(e;) _ dA(ex)
B A2 XN
Sustituyendo

P (e 5) = 5 (A (ex)dN(e;) + df(e;)aN(er).

1
Denotaremos p = —. Ahora calculamos la segunda derivada d?(pf). Dado
que d(pf) = dpf + pdf obtenemos:

P(pf)(en,ej) = dplew,e;)f + pd® f(er, e5) + dplep)df (e;) + dp(e;)df (ex)

1

= d’plex,¢;)f + Xde(ek,ej) -

1

3 (AR (e)) + dN(e))df (er)

= d2p(ek7 ej)f'

Afirmacién. d*p(ey, e;) = 0 para k # j.
Para probar la afirmacién se calculard la tercera derivada d*(pf), al igual que
la segunda derivada en este caso se trata de una forma trilineal simétrica,

d*(pf) : R" x R™ x R" = R",

tal que en la base candnica

__P(of)
dg(pf)(aiaajvak) = W

Usando el célculo anterior tenemos que:

A (pf)(er, ey, e) = d*plex, ej,e:) f + d*ple, e;)df ().

En la expresion anterior, el primer miembro y la primera parte del segundo
miembro son simétricos en los tres indices i, j, k. Por tanto, lo mismo pasa
para la segunda parte del segundo miembro ,es decir,

Pplen, e;)df () = Ppler, ei)df (c;).
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Dado que df (e;) y df (e;) son linealmente independientes e i, j, k son distintos
y arbitrarios, obtenemos que la afirmacion es cierta.

Ahora, observemos que fijando p € U, podemos elegir los campos vectoriales
€1, ..., €, de tal manera que forman una base ortonormal en p. Por tanto la
relacion dp(ex, ;) = 0 es valida para p en cualquier base ortonormal en p,
y como este es arbitrario lo mismo pasa en todo U. Ya que d?p es una forma
bilineal simétrica y

e +ep e —eg
O:d2 J ’J ):
p( vz 3

% (plej,ej) — d®plexs ex)) ,
obtenemos

d*plej, e) = dplex, ex)
para todo j # k.
En resumen, para cada p € U y para cualquier base ortonormal e, ..., e, en
p, tenemos que d*p(e;, ex) = 0d;. Tomando en particular la base candnica

9?p 5
= 0044.
axﬁx j J
Calculando la derivada en ambos lados de la igualdad se tiene que
o p P3p

0.

8:162- B 81’161’]8%] - (9%]61'1617] -

Como 1 es arbitrario concluimos que o = cte.
Primero consideraremos el caso en el que o = cte. # 0 y mostraremos que

p:%Zx?%—JZbﬂmLc

con b; y ¢ constantes.

92
Para probar lo anterior, como 92 = o integrando obtenemos
T
dp
= ox; + ob;,
83:'2- 7 [
. 9%p
donde b; es una funcién que no depende de x;, ahora, como . 0, b;
Z;0Z

tampoco depende de z;, j # i. Por tanto b; es una constante y

1
p= Eaarf + obiz; + ¢
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donde ¢; no depende de ;.

Ademas
dp O,
8[Ej n 8[)3]'7
con i # j, entonces
99
a_xj =oxj+ob;

donde b; no depende de x;.
Integrando
1
¢7L == EOZL’JQ + Ubjl’j + ¢ij,

donde ¢;; no depende de x; y x; pues ¢; no depende de z;.
Por induccidén se tiene la afirmacién

p:%Zx?qLaZbixiqLc.

Por tanto, si o # 0 podemos escribir
_9 2
p= 52:@ +02bﬂ:i+c

1

i = p=alp—pol* + ki,

de la siguiente forma

o
con a; = 5 y ki = cte, pg € R".

La prueba estara completa para el caso o # 0 si mostramos que k; = 0.
Porque considerando la inversiéon g : U — R™:

y tomando la composicién h = go f~1, tenemos que h es una transformacién
conforme cuyo coeficiente de conformalidad es

1

—_— = Q.
|P—Po|2

ai|p — pol?

Por tanto, h es una isometria seguida de una homotecia, as{ f = h™' o g es
una inversiéon seguida de una homotecia y de una isometria.
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Ahora, para probar que k; = 0. Observemos que aplicando a f~! el argumento
anterior obtenemos

A= as|f(p) — @l + ke

con ay y ko constantes, entonces

(a1lp — pol® + k1) (az| f(p) — qol* + k2) = 1.

Esto muestra que la imagen de la esfera de centro en py bajo f es otra esfera
de centro qo. Ya que f preserva angulos, la imagen del radio de la esfera de
centro pgy es justamente el radio de la esfera de centro ¢q.

Sea p(s), 0 < s < sp, un segmento del radio de la primera esfera contenida
en U, donde s es la longitud de arco, y sea f o p(s) su imagen. La longitud
de la imagen del segmento estda dado por

/080 v (%) Bo| do = /080 arlp(s) - £ (p(s0)) = f(p(0))]

—po|® + k1 B

Si ki # 0, |f(p(so)) — f(p(0))] es una funcién trascendente de |p(so) — pol.
Por otro lado,

(ay|p —p0|2 + k1) (aslf, — QO|2 + ko) = 1.

implicaria que es una funcion algebraica, esto es una contradiccion. Por tanto
ki = 0.
Para el caso cuando o = 0. En esta situacion,

1
p:X:ZCLil’Z’—FCl:Al(%)—FCl

con ¢; = cte., donde E a;x; + ¢ = Ai(x)b y ¢ = xq,...,x,. De manera

similar, aplicando el argumento inicial a f~! obtenemos

(Ar(z)) +c1)(Ao(f(2)) + o) = 1.

Esto ultimo muestra que un hiperplano paralelo a A; = 0 es llevado mediante
f aun hiperplano pararelo a Ay = 0. Dado que f preserva angulos, una linea
perpendicular al hiperplano A; = 0 es llevada a una linea perpendicular al
hiperplano A; = 0. Considerando un segmento p(s), 0 < s < s, tal que una
linea parametrizada por longitud de arco s, obtenemos de manera analoga

Fs0) = FO)] = 3 e
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La expresién anterior genera una contradiccién, excepto si A;(p(s)) fuera 0.
Concluimos que ¢ = 0 y A es constante. En este caso, la longitud de los
vectores tangentes son multiplicados por la constante A y f es una isometria,
seguida de una homotecia.
Finalmente, 0 = 0 y asi queda demostrado el Teorema de Liouville. [ |
Complementando, para D? en C cualquier holomorfismo inyectivo, es un
difeomorfismo conforme en su rango, y hay muchas funciones holomorfas
que son inyectivas en el disco; por ejemplo si p € Clz], p'(0) # 0y e > 0
es suficientemente pequenia, entonces la funcién z —— p(ez) es inyectiva
en el disco. Mas aun, el Teorema de representaciéon conforme de Riemann
implica que cada dominio en C simplemente conexo es equivalente de manera
conforme a D?, mientras que el teorema anterior implica que para n > 3 sélo
las bolas abiertas y subespacios abiertos son equivalentemente conformes a
D"™. En los siguientes resultados veremos que apesar de estas diferencias la
determinacion de los grupos para n > 3 puede ser generalizado palabra a
palabra como el teorema para n = 2.

Corolario 1.1. El grupo Conf(S™) consiste en todas y solo de todas las
funciones de la forma
x— Ni(x) + b

donde A >0, A € O(n) e i es la identidad o una inversion con respecto a un
esfera y b € R™.
Si M y N son dominios de S™ entonces

Conf(M,N)={flu: f € Conf(5"), f(M)=N}.

Demostracién:

Las funciones de la forma AAi + b constituyen un grupo de difeomorfismos
conformes operando transitivamente en S™ y contiene el grupo de isotropia
de oo (esto es, Conf(R™)), y por lo tanto este grupo es Conf(S™).

La segunda afirmacion es consecuencia de del Teorema anterior. [

Teorema 1.6. Dado n > 2, las siguientes afirmaciones son ciertas:
(1) El grupo Conf (D™) consiste en todas y sdlo todas las funciones de la
forma

r — Ai(z),

donde A € O(n) e i es o la identidad o una inversion con respecto a una
esfera ortogonal a OD™.
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(2) El grupo Conf(II">*) consiste en todas y sdlo todas las funciones de la

forma

donde A >0, A€ O(n—1), i es la identidad o una inversion con respecto a
una esfera ortogonal a R"! x {0} y b e R L.

Demostracion:

(1) Por las proposiciones 1.5 y 1.6 respectivamente i es conforme y mantiene
invariante esferas ortogonales con respecto a la que se esta invirtiendo, el
conjunto de todos los difeomorfismos de la forma requerida es un grupo de
difeomorfismos conformes de D™.

Y por el contrario, sea f € Conf(D™), asumamos primero que f = AA +b
ya que la bola con centro en b y radio A debe ser D", se sigue que b = 0 y
A =1, por tanto f tiene la forma requerida.

Si f = ANAi+ b con i = iy,,, entonces xy ¢ Dn de otro modo tendriamos que
oo € F(D") = D" lo cual es falso.

Ahora, consideremos la inversion j con respecto a la esfera centrada en x
con radio \/||zo||? — 1 la cual es ortogonal a D™, entonces foj € Conf(D")
y tiene la forma N A’ + b, la conclusion se sigue de la primera parte.

(2) Ya que i(z) es conforme y deja invariantes planos en los cuales estd
contenido el centro de la esfera en cuestion, el conjunto de todas las funciones
de la forma requerida es un grupo de difeomorfismos conformes en II™%.

Y por el contrario, sea f € Conf(II""). Asumimos primero que f = AA + b;
ya que 0 pertenece a la frontera de II"™>", lo mismo debe pasar para f(0) = b,
por lo que la tltima coordenada de b debe ser 0, asi A = A7!(f —b) €
Con f(IT™T).

Ahora, si para algin j < n el elemento a,; en la n-ésima fila y la j-ésima
columna de A no se anula, la imagen bajo A del j-ésimo elemento e; de la
base canonica de R™ no pertenece a la frontera de II"™"* mientras que e; si se
encuentra en la frontera, lo cudl es una contradiccién.

Ya que lo mismo pasa con A~! = A!, A deberia ser de la forma <Zg S}) con

BeO(n—1)yw=1,y porlo tanto f tiene la forma requerida.
Por tltimo, considerando a f de la siguiente forma f = AAi + b donde 17
es una inversién con respecto a una esfera centrada en un punto xy, ya que
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f(zg) = oo pertenece a la frontera de I, del mismo modo se mantiene
para xg, es decir, 7y € R"™! x {0} por lo que para cada esfera centrada
en zg, es ortogonal a R"™! x {0}. La conclusién de sigue del hecho de que
foie Conf(II™") tiene la forma NA' + ¥'. |

Proposicién 1.11. Para n > 2 los difeomorfismos conformes que preservan
la orientacion son exactamente igual que el caso general, en particular,
(1) Ai € Conf(D™) preserva la orientacion si y sélo si

[A € SO(n),i=1id] o [A ¢ SO(n),i # id).

(2) A (61 2) i+ (8) € Conf(II™™") preserva la orientacion si y sélo si

(A€ SO —1),i=id o[A¢ SO(n—1),i#id.

Lema 1.1. Dadon > 2. Si ¢ € Conf(S™) no es la identidad y existe una
subvariedad N de S™ de codimension 1, tal que ¢ es la identidad sobre N,
entonces una y solo una de las siguientes afirmaciones es cierta:

(a) N estd contenida en una esfera, y ¢ es la inversion con respecto a esa
esfera.

(b) N estd contenida en un hiperlano y ¢ es la reflexion con respecto a este
hiperplano.

Demostracién:

Para S™ tenemos dos posibilidades.
(1) p = AA+ 0.
(2) ¢ = AAi + b, donde i es una inversion.
(1) Sea x € N, con x # 00, ya que d,¢|7,y = id se tiene que A = 1.
Consecuentemente ¢ es una isometria de R”. Ahora, dada {vy,...,v,_1} una
base ortonormal de T, N la podemos completar con un vector v, para ob-
tener una base ortonormal de R"™. Si d,¢(v,) = —v,, entonces la reflexion
con respecto a T, N es una isometria de R™ la cual coincide con ¢ en z, y
también en la derivada en x, por lo tanto por la Proposicién 2.1, coincide con
¢. Ya que ¢ es la identidad sélo en T, N, se tiene que N C T, N. Ademas, si
d,é(v,) = v, entonces ¢ es la identidad y esto es una contradiccién con la
hipétesis. Por tanto queda demostrado (b).
(2) Consideremos i = iy, . Paraz € N y v € T, N tenemos

Ao
|2 — zol|?

[o]] = [ldz(v)]| =

[o]]
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Entonces,
|z — 20)* = M.

Sea = A« tenemos que N C M (zg, 5). Mas ain, ¢ oi,, 5 es de tipo 1y es
la identidad en N; por lo que debe ser necesariamente la identidad, de otro
modo podria estar contenida en un hiperplano lo cual es una contradiccién
ya que la interseccién de una esfera y un hiperplano tiene codimensién al
menos 2. |



Capitulo 2

Isometrias

En este capitulo se muestra que los grupos de difeomorfismos conformes
para el disco unitario y el semi-espacio son iguales a los grupos de isometrias
del modelo del disco y el modelo del semi-espacio respectivamente. Ademas
se calculan las funciones que inducen las métricas en dichos modelos.

2.1. Isometrias del espacio hiperbdlico

Definicién 2.1. Sean M y N wvariedades Riemannianas, un difeomorfismo
f: M — N se le llama tsometria si cumple lo siguiente:

(ulv), = (dfs(u)|dfs(v)) f@) para toda x € M yu,v € T,M .

Definicién 2.2. Una variedad riemanniana M es localmente isométrica
a una variedad riemanniana N si para todo punto x € M existe una vecindad
U de x en M y una isometria f : U — f(U) C N.

Para M una variedad Riemanniana, denotamos por Z(M) al conjunto de
todos los difeomorfismos que son isometrias de M en si mismo (Isometrias
de M). Si suponemos a M orientada, denotamos por Z* (M) (i.e) al conjunto
de isometrias de M que preservan la orientacion.

Z(M)y ZT(M) forman grupos con la operacién composicién.
Con los siguientes resultados se determinarén Z(1") y Z(I™).

Proposicién 2.1. Sean M y N variedades Riemannianas de la misma di-
mension, supongamos que M es conexa y sean

¢1: M — (M) C N, ¢2: M — ¢o(M) C N,

40
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isometrias locales en sus rangos. Si para algin y € M tenemos ¢1(y) = ¢2(y)
y dyp1 = dyp entonces g1 = ¢s.

Demostracién:

Sea
S={xeM:$(x) = ¢a(x),dypr = dpp2}

el cual es cerrado. Como y € S entonces S # 0, para probar que es el total
demostraremos que es abierto. Sea x € S, ya que M y N son de la misma
dimension los rangos de ¢y y ¢o son abiertos en N. Asi, podemos encontrar
una vecindad abierta V de ¢1(x) = ¢o(x) y dos abiertos Uy y Uy de x tales
que ¢; - U; — V i =1,2. sea suprayectiva.

Sea U C U; una vecindad normal de x yp: W C T,M — U la restriccion
correspondiente de la transformacion exponencial exp(x).

Notemos que B
f= <¢2|U2) © <¢1|U1>

es una isometria de Uy en Us. Ademds, f(x) = x y d,f = 1. Si vy es una
geodésica en U que empieza en x entonces f o~y es una geodésica que empieza
en x con vector tangente

(f o Vo) = duf(7/(0)) =~(0)

y por lo tanto f o~y = lo cual implica que fop = p y finalmente f|U = id.
Ast ¢1‘U = QSQ‘U y U C S, de esta manera demostramos que S es abierto.
Como M es conexo hemos demostrado que S = M.

Sea V' espacio vectorial real de dimensién n, y sea (-|-) una forma bilineal
no degenerada sobre V.
Consideremos una base vy, ..., v, para V tal que:

0 siij
—1 sii=j>p

Si ¢ = n — p la pareja (p, q) depende solo de (-|-), es llamada signatura.
Sea GL(V') el grupo general lineal de V', tenemos que:

OV, (-])) ={A € GL(V) : (Az|Ay) = (x|y) para toda z,y € V'}.
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Dicho grupo es llamado Grupo Ortogonal de orden n. Si consideramos V' =
WaeW'yp:V — W la proyecciéon asociada, podemos llamar reflexién a
la funcion lineal

p:V—V

p(v) = 2p(v) — v.

Notemos que p estd en O(V, (-|-)) si y sélo si W’ = W+, donde la ortogona-
lidad es con respecto a (-|-). En este caso decimos que p es la reflexiéon con
respecto a W o paralelo a W+. Desde ahora llamaremos reflexiones sola-

mente aquellas con respecto al hiperplano W (i.e paralelas al vector v para
el cual (v|v) #0).

Proposicién 2.2. El grupo O(V,(:|-)) es generado por reflexiones.

Demostracién:
Hagamos la prueba por induccién sobre la dimension de V.
Para n =1 es claro.
Supongamos que la proposicion es cierta para n = k.
Sean V un espacio vectorial de dimension n+ 1 y sea (:|-) una forma bilineal
no degenerada para V.
Sea A € O(V,(:|-)) y elegimos v € V tal que (v|v) # 0.
Podemos asumir (Av —v|Av—v) # 0, de otro modo (—Av—v|—Av—v) # 0,
y reemplazamos A por —A.
Sea p una reflexion paralela a Av — v; ya que

1 1
v = §(Av+v)—§(z4v—v) y (Av+v]Av —v) =0
tenemos que,

p(v) = %(Av +0) + %(Av —v)=Avy (po A)(v) =,

asi, (po A)‘vL € O(vt, <'|'>‘in¢)' Dado que cualquier reflexién en vt se

extiende a una reflexién en V' la hipdtesis de induccién implica que A es
producto de reflexiones.

[

Si V = R" y (') la forma bilineal estandar en la signatura (n,1) e

I,, el hiperboloide. Denotamos por O(I,,) al subgrupo de O(R"™!, (-|-)) que
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mantiene invariante a [,, y
SO(I,) =0O(I,)NSL(n+ 1,R).

Notemos que O(1,,) y SO(I,,) son subgrupos cerrados en el sentido topolégio
de GL(n + 1,R) y por lo tanto existe una estructura de Grupo de Lie para
ellos.

Proposicién 2.3. El grupo O(1,,) es generado por reflexiones contenidas en
él.

Demostracion:

Notemos que cualquier reflexién paralela al vector v con (v|v) # 0 mantiene
I, U (—1,) invariante e intercambia las dos partes de este si (v|v) < 0. Sea
A € O(l,), por la proposicién anterior lo expresamos como producto de
reflexiones, A = p;o---0p.

Sea p; paralela al vector z;; si (z;|x;) < 0, podemos construir una base
ortogonal de R"™! que contenga a z;, digamos {x;, wy, ..., w, } de R"™! con la
propiedad de que (w;|w;) > 0 Vj. Entonces p; estd dado por —(oy 0 ... 0 gy,)
donde o; es la reflexién paralela a w;.

De esta manera, A = £(7 o ... o 73,) donde todas las 75 son reflexiones y
pertenecen a O(I,), asi el resultado queda probado. [

Teorema 2.1. El grupo Z(1") es la restriccion a 1" de elementos de O(I,,)
de donde Z(1") = O(1,), en particular Z(1") es generado por reflexiones.
Similarmente ZT(1") = SO(I,,).

Demostracion:
Sean f € Z(I") y x € I" arbitrario, ya que d,f es una isometria de z+ en

fl@)ty (alx) = (f(@)|f(2)) = —1, la funcién
AR =Rr@Pat — R
Ax 4 v — Af(x) +d. f(v)

es un elemento de O(1,,).

Como la reestriccion de A en I" es una isometria y f(x) = Az, d,.f = A}TII”
entonces por la Proposicién 2.1, f es la reestriccion de A en 1™,

Se sigue que

Z(1") = {A], A€ O(,)}.

Ya que el espacio generado por I,, es R**1, la funcién que
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A»—>A}In

es inyectiva y por tanto es el isomorfismo que buscamos ya que A € O(I,)
y A}I € Z(l,). Para el caso cuando se preserva la orientacién, se sigue del
caso general. [}

Teorema 2.2. Los siguientes grupos son generados por reflexiones:
1. Z(S") = {A],. - A€ O(n+1)},
2.IR") ={z+— Az +b: A€ O(n),beR}.

Demostracion:
Las contenciones O son claras. Para las faltantes, en el primer caso, se tiene
de manera andloga al teorema anterior y para el segundo caso consideremos

que la traslacion por el vector b es el producto de reflexiones con respecto a
bty b/2+ bt [

2.2. Isometrias del espacio hiperbdlico:
modelo del disco y modelo del semi-espacio.

Teorema 2.3. Consideremos el modelo del disco del espacio hiperbolico D™,
se tiene que las siquientes tqualdades son ciertas

I(D") = Conf(D") y T*(D") = Conf*(D"),
en particular estos grupos operan transitivamente en D™.

Demostracion:
Empezamos por probar qua la restriccién de la proyeccion estereografica

p 1" — D" es conforme.

Denotamos por (.|.) (1) la forma bilineal estandar en R™*! y por (.|.) el pro-

ducto escalar en R”,

Ya que p(z,t) =

entonces tenemos que
1+1¢

Y ST
1+t (T4

d@t)p(y, 5)
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para (z,t) € 1", (y,s), (2,7) € T(zp|". Ademads, notemos que
(x|lz) = *—1,
(zly) = ts,
(x|z) = rt.
Entonces,
y s z re
dz ’ d(z ) - - -
(y|z) 2rst rs(t? — 1)
1

(1+t)2  (1+1)3 (14+1t)*

1
= (1+t>2(<y|z>—7“s)

<<y7 8)'(27 T))(ml)
(1+t)2

Por tanto p es conforme.
Sea ¢ € Z(D"), ya que por definicién p es una isometria, tenemos que

ptogopeIZ(I") C Conf(I"),

ademas, p es conforme de I" a D", asi, obtenemos ¢ € Conf(D") por lo que
la contencion de ida esté probada.

Por el contrario usando el Teorema 1.6 debemos probar que todos los ele-
mentos de O(n) y todas las inversiones con respecto a esferas ortogonales a
0D" pertenecen a Z(D").

Para los elementos del grupo ortogonal notemos que si A € O(n), entonces

(’6‘ (1’) € O(L,) = T(I")

po (181 (1)> op_1 =AeZ(D").

Para el segundo hecho, observemos que p~* estd dado por

PRy T 1 ( 2z )
' L— [l \1+ [l«]*)
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Si(y,t) € Ry ((y,t)|(y,t))(n,1) = 1 entonces el conjunto

N={zeD": (p " (z)|(y,t)) 1) =0},

estd dado por la siguiente ecuacion

2(zly) = (L + =) (Vllyll* — 1)

)
tenemos que

Viyll? =1

2(x|lw) =1+ ||a:||2 siy sélo si ||z — w||2 = ||w||2 —1.

Dado w =

Por tanto N es la interseccion de D™ con la esfera S, de centro w y radio
V]|w||?> = 1 la cual es ortogonal a 9D™.

Si ¢ € Z(I™) es la reflexién paralela a (y,t) entonces po ¢ o p~! es un difeo-
morfismo conforme de D™ diferente de la identidad, pero en el conjunto N
si es la identidad, esto ultimo ya que al aplicar la reflexién paralela a (y,t)
todos los vectores en N son ortogonales a (y,t) y quedarian en la misma
posicién. Por los teoremas 1.4 y 1.6, ¢ se extiende a un difeomorfismo de
S™, més ain, como N es subvariedad de D" y estd contenida en una esfera
aplicamos el Lema 1.1, asi po ¢ o p~! es la inversién con respecto a S,, y por
lo tanto pertenece a Z(D™). Por tultimo, dado w ¢ D™ es posible encontrar

n Y
(y,) € R™" tal que ((y,)|(y, D))y =1y w = 7.
El caso donde se preserva la orientacion es consecuencia directa de lo anterior.
|

1

Teorema 2.4. Consideremos el modelo del semi-espacio para el espacio hi-

perbolico, ™71, se tienen las siguientes igualdades:
I( ™") =Conf( ™) yI*( ™F)=Conf"( ™)
Demostracion:

Sabemos que i : D" — II"™", usada en la primera parte como difeomorfis-
mo entre el D" y II"™7 | es la inversién con respecto a la esfera (0,0, ...,—1) y
radio v/2 es conforme, por lo tanto el resultado se sigue del teorema anterior.
|

Usando los ultimos dos teoremas es posible calcular las métricas para ambos
modelos. Como D™ y ™% son subconjuntos abiertos de R", el haz tangente
queda identificado con D" x R" y ™1 x R" respectivamente.
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Teorema 2.5. Para x € D", (y,t) € ™ fijos y v € R" las funciones que
inducen las métricas para ambos modelos estan dadas por

ds? 1 R" s R

9 2
ds3(v) = (1——||$H2> [o]%,

ds%y’t) :R"—R

o]
ds?y,t) (U) = 12 )

respectivamente.

Demostracion:
Calculando la derivada de la funcién p : I — D" en el punto (0, ...,0, 1)

tenemos que
Yy
d = — =
(0,1)]7(7“, 3) 1+1
<.|.>(n’1) a R™ x {0} es el producto

N

en R" x {0} = Ty yI", y la restricciéon de
escalar estandar, asi
dsy(v) = 4f|v]*.

Para x € D", consideremos la inversion con respecto a la esfera de centro

x
— 1, ortogonal a D™, la cual es una

y radio al cuadrado r? =

R ]2

isometria de D", ademas

xz
0—
! [
20 = (1) [y
ol?

oz < 1 1> —x||x||2+ T
(B 1N Ed R O

= X.

Recordemos que
. . -1
lrg, a0 = To 2(0,a) © T )

) 1
dzi(1,0) = pry
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donde T'(z) = x + x¢ y P,y es una reflexion.
Asf la derivada de la inversion i.,2) en 0 es (1 — ||z||*) veces un operador
ortogonal, y esto implica que

2 2
2 2
a5 = (1 - ||x||2) ol

Para ™" la derivada de la inversién i : D* — ™% en el punto 0 es dos
veces un operador ortogonal, por lo que

2 _ 2
ds{o 1y (v) = [|v]]”.
Ya que las traslaciones horizontales son isometrias, notemos que la derivada

en (0,1) del coeficiente de dilatacién ¢ > 0 es ¢ veces la identidad, por tanto

lv]l®

t2

ds%yjt) (v) =
[ ]

Corolario 2.1. Para cualquier punto de D™ o ™% la métrica hiperbdlica es
un multiplo positivo de algun punto euclidiano.

Por el corolario anterior la nocién de difeomorfismo conforme en D"y ™+

es la misma si consideramos la metrica Euclidiana y una Métrica
hiperbdlica. Por los teoremas 1.9 y 1.10 tenemos que los difeomorfismos
conformes de D" y ™7 con respecto a la métrica hiperbdlica son isometrias.
Este hecho no depende de una representacion concreta de H™ sélo de la
métrica, entonces tenemos la afirmacion siguiente:

Una condicion suficiente para que un difeomorfirmo preserve distancias es
que preserve angulos.

El regreso es véalido para toda variedad Riemanniana. Lo podemos interpretar
intuitivamente en que una unidad de medida intrinsecamente definida en H™
no puede ser cambiada. Mas adelante se probara este hecho.



Capitulo 3

Geodésicas y curvatura

En este ultimo capitulo concluimos describiendo las geodésicas de los
modelos, dando una clasificacién algebraica y geométrica de ellas. Se definen
y describen los subespacios hiperbdlicos y finalmente se calcula la curvatura
seccional del espacio hiperbdlico.

3.1. Geodésicas, subespacios hiperbdlicos y otros
resultados.

Empezamos con el modelo del hiperboloide.

Proposicién 3.1. Sean x = (z1,...,x,11) € 1", y = (Y1, .-y Yns1) € TpI™,
tales que (yly)m1) = 1, la geodésica que empieza en x con velocidad y estd
dada por

t — cosh(t)x + sinh(t)y.

En particular, este conjunto estd dado por la interseccion de I™ con el subes-
pacio lineal de R™™ generado por x y v.

Demostracién:

Sea W el plano generado por = y y, y sea w la geodésica maximal -es decir
que no estd contenida en otra- que inicia en x con velocidad y.
Sea ¢ € O(I,) definido por ¢l = id y ¢lyr = —id. Ya que ¢(z) =z y
d.¢(y) =y, w es ¢-invariante, y por lo tanto w C W N 1™,
Para la otra implicaciéon consideremos W como rx + sy = 0 con r,s € R. Si

49
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este se intersecta con |I™ entonces

—1 = (ray+sy)? + 4 (ron + 5yn)? — (rTng1 + $Yni1)?

n
-1 = ,,,2@;% 4o+ xi — xiﬂ) + 2sr (Z TiYi — xn+1yn+1>

=1
+(yi 4ty —yo) +

-1 = §*—r2

Lo cual quiere decir que s y r pertenecen a una hipérbola, por lo que
r = cosh(t) y s = sinh(¢) con t € R. Por lo tanto,

t +— cosh(t)x + sinh(t)y

da una parametrizacién de W N 1"; evaluando en 0 coincide con w y también
su derivada, por tanto coincide con w. |

Por el resultado anterior sabemos que cada geodésica en H" estd definida
en todo R y por el Teorema de Hopf-Rinow ver [3, p.147|, se tienen los
siguientes corolarios.

Corolario 3.1. La variedad Riemanniana H"™ es completa.

Corolario 3.2. Emiste una y solo una geodésica que pasa a través de dos
puntos diferentes de H™.

Proposicién 3.2. Si z € 5", y € T,S", tales que (y|ly) = 1 entonces la
geodésica que empieza en x con velocidad y esta dada por

t +— cos(t)x + sin(t)y,

con t € R. En particular este conjunto estda dado por la interseccion de S™
con el subespacio lineal R generado por x y v.

La prueba es andloga a la dada para el caso del hiperboloide.
Para los siguientes resultados introduciremos la siguiente definicion.

Definicién 3.1. Diremos que un subconjunto N de H" es un subespacio
hiperbolico si para todo par de puntos, la geodésica que pasa por dicho par
queda contenida en el subconjunto.

Por ende puntos y geodésicas completas son subespacios hiperbdlicos. De
manera que la Proposicién 3.1 implica el siguiente corolario.
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Corolario 3.3. Sea N C 1", este es un subespacio hiperbolico si y solo si
es la interseccion de 1" con un subespacio lineal de R™*'. En particular los
subespacios hiperbolicos son subvariedades de 1", y por tanto sus dimensiones
estdn bien definidas.

Definicién 3.2. Diremos que un subespacio afin Y C R"™ es vertical si este
tiene la forma Y’ + Re, donde Y' es un subespacio afin de R"™' x {0} y
e, = (0,...,0,1).

Desde ahora consideraremos esferas en R" de dimensién menor que n — 1;
que son la interseccién de una esfera de dimensién n — 1 con un subespacio
afin que pasa a través de su centro; si se habla de una inversién con respecto
a una esfera se seguird haciendo referencia a la esfera con maxima dimension.

Definicién 3.3. Sean My y My esferas o subespacios afines en R™ con my
Yy Mo sus respectivas dimensiones. Diremos que My y My son ortogonales,
st para cada x € My N My el subespacio lineal W = T, M; N'T,Ms tiene
dimension max{0,my + mg — n} y los complementos ortogonales de W en
T. My y T, My son ortogonales entre st.

Proposiciéon 3.3. 1. Sea N C D", este es un subespacio hiperbolico si y
solo si es la interseccion de D™ con un subespacio lineal de R™ o con
una esfera ortogonal a OD™. En particular las geodésicas son obtenidas
por parametrizacion de diametros de D" y circulos ortogonales a OD™.

2. Sea N C ™" este es un subespacio hiperbdlico si y sdlo si es la inter-
seccidn de ™7, con un subespacio afin vertical o con una esfera orto-
gonal a R"™* x {0}. En particular las geodésicas son obtenidas por la
parametrizacion de lineas verticales y circulos ortogonales a R x {0}.

Demostracion:

Notemos que la imagen bajo la proyeccion estereografica p : I — D" de
un subespacio lineal W que pasa por el punto (0, ..., 0, 1) es la interseccién de
D™ con un subespacio lineal de R™. Por lo tanto los subespacios hiperbdlicos
de D" que pasan por 0, son la interseccién de D™ con un subespacio lineal de
R™.

Si x € D" la inversién ¢ con respecto a la esfera de centro W y radio
x
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[ 1
e — 1 es una isometria de D" y este manda 0 en z; lo cual implica que
x

manda el conjunto de subespacios que pasan través 0 al conjunto de todos
los subespacios hiperbdlicos que pasan a través de x.

Ahora, si Y es un subespacio lineal de dimensién p de R™, tenemos dos
posibilidades:

(i) Siz € Y entonces el centro de la esfera respecto a la que se esta invirtiendo
también estarfa contenido en Y, por tanto i(Y) =Y.

(ii) Para z ¢ Y consideremos el subespacio X generado por Y y z, asi X
por la misma razén es invariante bajo i por tanto i(Y) C X. Ya que Y es
un hiperplano en X, entonces i(Y) es una esfera en X, por tanto i(Y) es
una esfera de dimensién p en R™. Ya que ¢ es conforme y Y es ortogonal a
0D™ (dado que es un subespacio lineal) entonces i(Y) también es ortogonal
a oD™.

Por el mismo argumento ¢ manda subespacios lineales y esferas ortogonales
a 0D™ que pasan a través de x, en subespacios lineales, por tanto (1) queda
probado.

(2) Para el semi-espacio tenemos que es consecuencia del primero; Ya que la
funcién 7 : D" — ™% usada en la primera seccién, es una inversién la cual
por el mismo argumento manda el conjunto de esferas y subespacios afines
en el mismo, y dado que es conforme, se concluye el resultado deseado. W

é% N

Figura 3.1. Caso 2-dimensional de las geodésicas en el modelo del disco y
el modelo del semi-espacio.

Corolario 3.4. Un subespacio hiperbolico de dimension p en H" es isométri-
camente difeomorfo a HP.

Demostracién:
Consideremos el modelo del disco y asumamos que el subespacio hiperbdli-
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co contiene a 0. Por la proposicion anterior es un disco de dimensién p, y por
el Teorema 1.11 este hereda la misma métrica como la de D?. |

En el siguiente resultado se calcularan las distancias hiperbdlicas para el
modelo del disco y el modelo del semi-espacio.

Corolario 3.5. 1. Dados z,y € D" tenemos que
[z =y
d(x,y) = 2arctanh ( :
(1 = 2(zly) + [lz]*[ly]|*)"/

2. Dados (x,t),(y,s) € ™1 tenemos que

|z — g2 + (t — 5)2\
o —ylP+ (t+s)2)

d((z,t), (y,s)) = 2arctanh (

Demostracién:
(1) Sea v € R™, |jv|]| = 1. Consideremos el didmetro determinado por v
parametrizado como sigue

v @t tanh(t/2)v

cont € R.
Entonces, por el Teorema 2.5 tenemos que

(Y

V() = ——%
2 cosh? | =
2
= 2sech2 <£)
2 2
S (1 — tanh? (E)) .
2 2
2

dsSy (VD) = (1—|]tanh(t/2)UHQ)2 g(l_ta“hz @)H

- <1 - tafh%tm))zi (1 - tank” G))

= 1.

Asi,




Se sigue que para x € D" fijo

d(0,x) = 2arctanh||x||.

Ahora, sean y € D" y la inversién ¢ con respecto a la esfera centrada en

[ 1
y con radio W — 1 esta dada por
x

T

R e N R
EE H_ PRRANTETE
EE
lalz — 2
Lo [P .
]2 ‘||x||2z—x2 [EdR
EE
A el oz -z | a

o TelP= =T " Tof?
) Zleli-z | =
= U= e

Ya que i(x) = 0 tenemos que

d(x,y) = d(0,i(y)) = 2arctanhi(y)].

Entonces,
. o lelty—
W = =z —2E T ap
A Jel)lelfy —2) |«
WIlE—alylalP — ) * 2P
(0~ Pyl =)
[l — 2l 2al) + 2 al?
A

+ .
[Pzl = 2¢ely) + 1) llz]?
Haciendo C = ||z|]?||y||* — 2(z]y) + 1
(1 — =) (yll]* — ) + 2C
i(y) = :
v RS
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Ahora, calculando la norma al cuadrado

liy)II*

Por tanto,

1
e (= el lel® — =+

2(1 — ||=||)Cyl|z|]* — z|z) + C*||z?]
1
Tyice L4 = 2P Cllall + 20 = 2l )Clle ) {zly)
—2(1 = [|z]2)Clz|” + C?||z||?]
z|*C
|z[[*C?
1 . 212 . 2
T2[2C [ = [Jz]])* 4+ 2(1 = [|lz]*)(zly)
—2(1 = [|=[I*) + 2 l[lylI” — 2(x[y) + 1]
1
1 — 2|z 149 —2llz|?
H:vIPC[ ]|* + |2]|* + 2(x|y) — 2|z (x|y)
=242 z)* + |lzPllyll* — 2(x|y) + 1]

W (] = 2(2ly) + llvl®)]

1
2l llyll* = 2(zly) + 1

(l[* = 2(zly) + lylI*)-

lz—y] )
d(x,y) = 2arctanh ( '
(,y) (1 —2(zly) + [|=/[2(|yl[*)"/2

(1= [l2l*)* +2(1 = [l=*){zly) — 2(1 = [|=]]*) + C]
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(2) Consideremos la inversiéon de la definicién del modelo del semi espacio,
que relaciona ambos modelos y estd dada de la siguiente manera:

1:D" — R"

— 2 TY¥en
x e,
lz+en)? "

Al ser i, una isometria entre ambos modelos, la distancia entre dos puntos
en el modelo del semi espacio queda determinada por

d nt+ = an(i_l(l,t)7i_1(y7s>)‘
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Donde (z,t), (y,s) € ™T.
Como las inversiones son involuciones

d n+ = dpn(i(z,t),i(y,s)).

Para cada punto tenemos que

. B (x,t+1) B
WD) = e e~ o
. s s+l
() =2 ey e~ o
Asi,
i(z,t) — iy, s)|?
B 2z,t+1)  2ys+1) . 2
o lzP+ e+ P+ (s+1)2 "

_ 4<||x||2+(t+1)2)_{ A(zly) + st +t+s+1) ]
(lz]|? + (t +1)?) Nz + &+ D2)(lyl1* + (s +1)?)
A(llyll* + (s +1)*)
(yl? + (s +1)2)2

_{ 4((zly) +st+t+s+1) }
)2 + (¢ + 1)? ([ ]l* + @+ D)2)(lyl* + (s + 1))

+
[yl + (s + 1)
4(lyl1” + (s +1)*) — 2[d((zly) + st + ¢ + s+ D] +4([le]* + ( +1)%)
Nzl + (¢t + 1)) Ulyl* + (s + 1)?)
A||yl1 4 |z]|2 + 2 + 25 + 1 — 25t — 2t — 25 — 2+ 12+ 2t + 1 — 2zy))

(ll* + (¢ + 1)) (lyl1* + (s + 1)%)
A(lyll* + lz)” — 2(x(y) +¢* — 2st + %)
()l + ¢+ 1)) Uyl + (s + 1))
Alz —yl* + (t = 5)°)
(lz]*+ &+ D) lyll* + (s +1)%)




Por otro lado,

=2(i((x,1)),1((y, 5)))

< 2(x,t+ 1)
= =2 — e,
]| + (¢ + 1)

2(y,s +1) _€>
lyll* + (s +1)* "

_ {4 (Zlyy + (t+1)(s+ 1)
(lzl* + (& + 1)) (lyl]> + (s +1)%)
B t+1 B s+1 N 1}
[z]]*+ @+ 1)> lyl]?+ (s + 1)

_ o [4((w|y> + D+ 1) = 2llyl*+ (s + D) ([ + 1)
(Ul l*+ &+ D)yl + (s + 1))
2P+ 1))+ 1}

_ o [4<x\y> T4+ D(s+ 1) = 2)yl*(t +1) —2(s + D*(t + 1)
([J)* + &+ D)) Uyl + (s +1)?)
=2|z|P(s+1) = 2(t + 1)*(s + 1) N 1] .

Ademas,

i, )iy, 5)II*

R S N +]
el 022 P+ D2
P+ G+, (st 11
P+ G+ D92 P+ s+ 12

B [ 4 B (t+1) ]
elE+ G D2 el + (+ 12
[ 4 B (s+1) +1]
WP+ G TP+
[ 4—4(t+1) 4—4(s+1)

= ET @+ H||y||2+<s+1>2“}

o7
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[4—4(t+1)][4—4(s+1)] 4—4(t+1)
(Nl + @+ D2yl + (s +1)2) - fl=]]* + (¢ + 1)
4—4(s+1)
[yl + (s + 1)

[A—4(t+ D4 -4+ D]+ P+ (s+1)?)(4 —4(t + 1))+
(=) + @+ D)) UylI> + (s + 1))
Nzl + +1D*)(4 —4(s + 1))

+1

16 —16(s + 1) — 16(t + 1) + 16(t + 1)(s + 1) + 4|ly||* — 4||y||*(t + 1)
(z[* + &+ 1)) lylI* + (s +1)?)

+4(s+1)2 —4(s+ 1)2(t + 1) + 4|=||* — 4]|z||*(s + 1) + 4(t + 1)?

—4(t+1)%(s+ 1) ey

Entonces,

1= 2(i(x,1)[i(y, s)) + li(z, ) P[li(y, 5) I

—8(z|ly) +8(t+1)(s+ 1)+ 16 — 16(s + 1) — 16(¢ + 1) + 4|y
([[)l* + ¢+ 1)) lyll> + (s + 1))

+A(s +1)* +4=]> + 4t +1)*

1+

2+1

]| = 2(x|y) + ||lyl|> + 2ts + 2t + 25 + 2 +4 — 4s — 4 — 4t — 4+
(]2 + ¢+ 1)2)(lyl[* + (s +1)?)
2425+ 1+2+2t+1

144

—2+1

(lz = yll* + % + 2ts 4 %)
()2 + (& + D2)(llyl1> + (s +1)2)
Az =yl + (t + 5)*)

(Nzl?+ ¢+ D)2l + (s +1)2)

1+4 —-2+1

Finalmente,

li(z,t) —i(y, 5)]| )”2
1= 2(i(, t)]i(y, 5)) + iz, )IP[i(y, 5[

2arctanh <
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4(llz =yl + (t = 5)?) 2
(I + ¢+ DA Iyl + (s + 1)2)

4(flz =yl + (t + 5)7)
(= + ¢+ D2)([yl2 + (s + 1)2)

2 +_5)2 1/2
2arctanh <||x yll” + ( ) ) .
|z —yl[2 + (¢t + 5)?

Por tanto queda demostrado el teorema. [ |
Para el caso n = 2 otra manera de ver la distancia es la siguiente.
Sean w = a + ib, 2 = ¢ + id con w, z € D?. Entonces,

|2 — wl|
2arctanh
areran ((1 —2(zw) + |2 2[w]?) 172

2arctanh

Iz — wll
(1 — 2ac — 2bd + (ac)? + (bd)? + (be)? + (ad)2)1/2> '

= 2arctanh (

Sumando y restando 2abcd en el numerador de la expresion anterior y sim-
plificando tenemos que

2arctanh ( 2 = wi )

(1 = 2{z[w) + [2[|w]?)'/2

) 2 — ]
= 2arctanh ((1 ~(ac + bd) 2 + (be — ad)2)1/2>

= 2arctanh (M) .
11— wz]]

Notemos que la formula en el teorema anterior, es una generalizacién de este
ultimo caso.

Ahora hablaremos un poco acerca de la frontera del espacio hipebdlico, ante-
riormente denotamos D™ como la frontera de D™ en R™, es decir S"! y simi-
larmente O™ como la frontera de ™% en S™, es decir (R"! x {0}) U {oo}.
Para definir dicha frontera consideramos el conjunto S de todos los rayos
geodésicos (cerrados) en H" parametrizados por longitud de arco en [0, 00),
y definimos una relacion de equivalencia R en S de la siguiente manera:

Y1 Rye siy sélo sisup d(y1(t), 2(t)) < oco.
t>0
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Sea OH" = S/R y H® = H" U OH". Definimos una topologia en H" de tal
forma que H" es abierto y hereda la misma topologia, y una vecindad de
p € OH™ es obtenida como sigue:

Elegimos v en la clase de p y sean x su punto inicial, V' una vecindad de
7'(0) en la esfera unidad de T,H" y sea r > 0; entonces se tiene el siguiente
conjunto

U(lya V. T) = {Vl(t) :m €S, ’71(0) = 1'7’71(0) eVit> ’I“}U
{{n)r:m € S,7(0) = x,7(0) € V}.

Proposiciéon 3.4. La frontera OH™ del espacio hiperbdlico H", es homeomor-
fa a S™' y H™ es homeomorfo a D™. Mds ain, considerando el modelo del
disco D™ del espacio hiperbdlico, D" estd candnicamente identificado con la
cerradura de D™ como subconjunto de R™.

Demostracion:

Probaremos la segunda afirmacion, ya que esta implica la primera. Dado
un rayo geodésico, ya que este puede ser un arco en un didmetro o en un
circulo, este determina un unico punto en dD". Ademas, dos rayos geodési-
cos se relacionan si y sélo si determinan el mismo punto en dD". Entonces
D" esta canénicamente identificado con D7, y esta identificacién es un ho-
meomorfismo con respecto a la topologia anteriormente definida. [ |

Ya que la inversién que va de D" en ™7 lleva D™ en (R"! x {0})U{o0},
esta es la frontera de ™.
Observemos que D™ y (R"™! x {0}) U {oo} son dos modelos para la esfera
Sn~1y por tanto en el modelo de disco y el semi-espacio podemos heredar la
frontera de H™ con la estructura conforme de S™!.
Nos referiremos a los puntos de OH™ como los puntos al infinito de H". Si p
es un punto al infinito en H™ diremos que una geodésica pasa a través de p si
p es la clase de equivalencia de 7j,o0) 0 V|(=0,0; €quivalentemente, diremos
que p es el punto final de 7. Todas las geodésicas tienen exactamente dos
puntos finales y viseversa, dados p,q € OH", con p # ¢, existe una y solo una
geodésica con puntos finales p y q.

Un subespacio hiperbdlico N puede ser completado a una subvariedad cerra-
da de H™ agregando todos los puntos finales de las geodésicas que contiene;
estos puntos seran llamados puntos al infinito de V.
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Definicién 3.4. Diremos que dos geodésicas en H" son incidentes si tienen
un punto en comun en H™.

Definicién 3.5. Dos geodésicas son asintoticamente paralelas si tienen
en comun un punto final.

Definicién 3.6. Decimos que dos geodésicas son ultra-paralelas si no se
intersectan en H™.

Proposicién 3.5. Sean N, M C H" subespacios hiperbdlicos.

(a) Si N y M se intersectan en OH™ pero no en H" entonces tienen exacta-
mente un punto en comun en el infinito y no existe una geodésica ortogonal
a ambos espacios.

(b) Si N y M no se intersectan en todo H" entonces existe una geodésica
ortogonal a ambos espacios, y la distancia entre ellos es igual a la longitud
del arco de v comprendido entre N y M.

Demostracion:

(a) Supongamos que N y M tienen dos puntos al infinito p y ¢ en comun,
asi, por ser espacio hiperbodlicos, ambos espacios contienen la geodésica que
tiene como puntos finales p y ¢, por lo tanto se intersectan en méas puntos
de H" lo cudl es una contradiccion. En el modelo del semi-espacio asumimos
que el punto en comin de N y M es oo es decir, N y M son subespacios
afines verticales; N = Ny x R, M = M; x R,. Finalmente, una geodésica
ortogonal a N es un circulo centrado en un punto a de Ny; pero Ny N M; = (),
por tanto no puede haber una geodésica que sea ortogonal a ambos.

(b) Notemos que N y M tienen distancia positiva, de otro modo tendrian
un punto en comuin en algun sitio. Sea ¢ su distancia, y sean {a,}, {b,}
sucesiones en N y M respectivamente, tales que d(a,,b,) — J. Asumimos
que estas sucesiones convergen en H?, si uno de los limites es un punto al
infinito p, la condicion en la distancia implica que el otro limite es p también.
Se sigue que a, — a € H" y b, — b € H", tomando la convergencia con
respecto a la distancia hiperbdlica; se sigue en particular que d(a,b) = 9.

Sea 7 la geodésica que pasa a través de a y b; observemos que el arco de v
que esta entre N y M es justamente el arco que va de a a b y por tanto tiene
longitud 6.

Supongamos que 7y no es ortogonal a N en a. Elegimos el modelo del disco,
como localmente la distancia hiperbdlica es aproximadamente un multiplo de
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la distancia euclidiana, por lo que podemos encontrar a’ en vy cercano a a de
tal forma que la distancia a N sea estrictamente menor a la distancia hacia
a, de hecho podemos pensar incluso que a’ estd en M, lo cual implica que
la distancia de IV a M es estrictamente menor que J, contradiciendo nuestra
hipdtesis, por tanto v debe ser ortogonal. [ |

Proposicién 3.6. (1) Todas las isometrias de H" se extienden a homeomor-
fismos de H™ y por lo tanto tienen algin punto fijo en H™.
(2) Los grupos Z(H™) y ZT(H"™) operan transitivamente sobre OH"™ y sobre el
conjunto

{(z,v) : 2 € H",v € T,H",ds%(v) = 1}

donde la accion esta definida por

f(@,v) = (f(2), dof(v)).

(3) Un elemento de Z(H™) estd unicamente determinado por su traza en OH™.
(4) Si M es el modelo del disco o el modelo del semi-espacio la restriccion a
la frontera es un isomorfismo de Z(M) sobre Conf(OM).

Demostracién:

(1) Es suficiente considerar el modelo del disco D", donde este hecho se
sigue de la explicita determinacién de las isometrias.
Lo segundo es consecuencia de la Proposicién 3.4 y del Teorema del punto
fijo de Brouwer, ver [4, p. 90].
(2) Consideremos el modelo del disco, la primera afirmacién se deriva de que
la frontera es invariante bajo ese tipo de inversiones. Para la segunda afirma-
cién, notemos que por el Teorema 2.3, ZT(D") opera transitivamente sobre
D™ y al ser isometria los vectores tangentes bajo la accion del grupo vuelven
a estar en la esfera unitaria.
(3) Una vez maés, si consideramos el modelo del disco, podemos notar que
los elementos de Z(H™) al ser isometrias restringen su accién a la frontera a
rotaciones cuyo movimiento determinara a la isometria que esté actuando.
(4) Para N € {D" II™"}, por el Teorema 2.3, debemos notar que la restric-
cién a la frontera en Conf(N), determinado explicitamente en el Teorema
1.6, serd un isomorfismo sobre Conf(S™), este ultimo fué calculado en el
Corolario 1.1. |

Proposicién 3.7. Si ¢ € Z(H") ezisten las siguientes posibilidades, ajenas
entre si:
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1. ¢ tiene algun punto fijo en H™,

2. ¢ no tiene puntos fijos en H™, y tiene exactamente un punto fijo, que
es un punto en el infinito,

3. @ no tiene puntos fijos en H™, y tiene exactamente dos puntos fijos en
el infinito.

Demostracion:

Solo debemos checar que si ¢ no tiene puntos fijos en H" entonces a lo mas
tiene dos puntos fijos en el infinito.
En el modelo del semi-espacio asumamos que ¢ no tiene puntos fijos en ™+
y que el 0 e co si lo son.
Entonces ¢ puede ser escrita como

¢ (y, 1) — MAy,t).

Ya que ¢(0,1) # (0, 1) tenemos que A # 1, esto implica que ¢ fija solamente
0 e oo. [ |

Definicién 3.7. De acuerdo con la proposicion anterior, dada ¢ € Z(H")
diremos que es:

1) Eliptica, si tiene algin punto fijo en H",
2) Parabdlica, si tiene un punto fijo en OH",
3) Hiperbdlica, si tiene dos puntos fijos en el infinito.

Observacion 3.1. Si ¢ es una isometria del tipo hiperbolico entonces existe

una y solo una geodésica ¢ — invariante cuyos puntos finales son los puntos
figos al infinito de ¢.

Ahora, para n = 2 se dara una clasificacién geométrica y algebraica de
las isometrias. Ya que en H? las nociones de longitud, d4ngulos y geodésicas
estan definidas los conceptos de bisectriz y mediatriz también.

Denotamos por [a, b] al segmento con puntos finales a, b, y (a, b, ¢) al dngulo
comprendido entre [a, b] y [b, c].

Proposicién 3.8. Sea ¢ € Zt\{id}, sea x un punto no fijo de ¢, sealy la bi-
sectriz del dngulo [z, ¢(x), ¢*(x)] y lo a la mediatriz del segmento [p(x), $?(x)].
Entonces se tienen las siquientes proposiciones:
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1) Sily yly son incidentes, entonces ¢ es eliptica,
2) Sily yly son asintdticamente paralelas, entonces ¢ es parabdlica,

3) Sily yly son ultra-paralelas entonces ¢ es hiperbdlica.

Demostracién:

Observemos primero que si ¢ es eliptica entonces tiene un tnico punto fijo,
de otra manera podria ser la reflexion con respeto a una geodésica, lo cual
no estd en Zt(H?). Méas atn la posicién relativa de [} a [y es invariante bajo
la accién de Z(H?), por lo que podemos elegir puntos de ¢ de una manera
conveniente.

Consideremos los siguientes tres casos, cuyas pruebas estaran graficamente
expuestas.

1) Elegimos 0 € D™ como punto fijo y se tiene la situacién que se muestra
en la figura siguiente, de donde se concluye que ¢ es eliptica:

e
P@)
4
@ 4
Figura 3.2.

2) Ahora, eligiendo oo € %7 como punto fijo se obtiene que ¢ es pa-
rabdlica, véase la siguiente figura:
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~—— 7 | .
x P P@
{, t,
Figura 3.3.

3) Finalmente si elegimos 0,00 € II** como puntos fijos, se concluye que
¢ es hiperbdlica como se muestra en la siguiente imagen:

N

2 @

v

Figura 3.4.

Cualquier isometria, segin el Teorema 1.3 que preserva la orientacién de

2% estd representada por una matriz 2 x 2 de entradas reales con determi-

nante uno, ademas dos matrices A y B representan la misma isometria si y
sélo si A = £B. Denotamos por tr(A) a la traza de una matriz A.

Proposicién 3.9. Sea ¢ € ZT( 27)\ {id} representada por una matriz
A € SL(2,R); las siguientes afirmaciones son ciertas:

1) Si|tr(A)] < 2, entonces ¢ es eliptica,
2) Si|tr
3) Si|tr

(A)| = 2, entonces ¢ parabdlica,
(

A)| > 2, entonces ¢ hiperbdlica.
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Demostracién:

a . . iy
Supongamos que A= <c ) es la matriz asociada a la transformacion

d

az+b
¢(Z)_cz+d

I[) Si c =0 entonces oo es un punto fijo, ademas

. Consideremos las siguientes dos situaciones:

b a® b 1
¢(Z):az;— :aza—ga :a22+abytr(A):a+a.

Notemos que si a = 1 entonces b # 0, de otro modo ¢ = id. De donde
se sigue que

o tr(A) = £2 siy sélo si a = 1 si y sblo si ¢ es parabdlica, pues
solo fija oo.

e tr(A) > 2siysdlosia# +1 siy sélo si ¢ es hiperbdlica, pues fija
€R.

00
yl—a2

IT) Si ¢ # 0 entonces
¢(z) = zsiysélosicz?+ (d—a)z —b=0.
Calculando el discriminante

§ = (d — a)® + 4bc = tr(A)* — 4.

Por lo que, si § > 0 entonces tr(A) > 2 de lo que resultan los casos
parabdlico e hiperbdlico y si § < 0 se tiene que tr(A) < 2 por lo que
la ecuacién tiene solucién compleja, es decir tiene solucién en 2% por
tanto es eliptica.

|
Para n = 3, por el Teorema 2.4 y la Proposicién 3.6, la restriccién a la
frontera de una isometria que preserva la orientacién en H? es un difeomor-
fismo conforme de S? e inversamente, cada elemento de ConfT(S?) puede
ser extendido de manera tinica a un elemento de Z(H?3).
Mas aun, por el Teorema 1.3, se tiene que

Conf*(S?) = SL(2,C)/{£I}.

Por tanto,

TH(H*) = SL(2,C)/{+£I}.
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Proposicion 3.10. Sea ¢ € IT(H?) \ {id} representado por una matriz
A€ SL(2,C). Se tienen las siguientes afirmaciones:

1) Sitr(A) € R, |tr(A)| < 2, entonces ¢ es eliptica,
2) Sitr(A) = 2 entonces ¢ es parabdlica,
3) Sitr(A) ¢ R otr(A) €R, |tr(A)| > 2 entonces ¢ es hiperbdlica.

Demostracion:
Supongamos que A = (Z 2), con ad — bc = 1. Ya que la ecuacion
az+b
=z
cz+d

tiene alguna solucién en C U {oo}, A tiene algin punto fijo en C U {oo}.
Mas atn, se tiene que

i) SL(2,C) actia transitivamente en C U {oo}.

ii) tr(B~'AB) = tr(A) para toda B € SL(2,C).
Para esto, basta probar que tr(AB) = tr(BA) pues,

tr(BAB™) = tr(B ' BA) = tr(A).

/ /
Entonces, supongamos que A = (Ccl b) y B= (i, 2,), asi
tr(AB) = ad' +bc + cb' + dd'
= da+bc+db+dd
= tr(BA)

iii) ¢ y ¥ "'¢1) son del mismo tipo para todo ¢ € Z(H3).
En efecto, ya que si ¢ fija algin punto z entonces
¢(z) = =z
(W og)(2) = ¥7(2)
W odod)(z) = =

es decir, fijan los mismos puntos.
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Con las afirmaciones anteriores podemos asumir que A fija oo, es decir,
1 1

c=0,d=~ytr(A) =a+ —, por lo que A(z) = a*z + ab.
a a

La isometria ¢ de 3% que extiende a A estd dada por
¢(z,t) = (a*z + ab, |a|*t).
Como en la proposicién anterior, si a = 41 entonces b # 0, por tanto
i) ¢ es eliptica si y sélo si |a| = 1,a # £1,
ii) ¢ es parabdlica si y sélo si a = +1,
iii) ¢ es hiperbdlica si y sélo si |a| # 1.

|
Introducimos ahora el concepto de horoesfera.

Definicién 3.8. Dado p € OH™ diremos que una hipersuperficie cerrada N
es una horoesfera centrada en p, si N es ortogonal a todas las geodésicas
con punto final p.

Proposiciéon 3.11. Dado p € OH", H" es union disjunta de las horoesferas
centradas en p. Estas horoesferas heredan de H" la estructura Riemanniana
de R 1.

Demostracion:

Ya que tomar horoesferas a partir de un punto p, resulta invariante ba-
jo isometrias, asumimos en el modelo del semi-espacio que p = co. Ya que
geodésicas con punto final co estan dadas por lineas verticales {z} x R*, ho-
roesferas centradas en oo son hiperplanos horizontales R"™ x {tq}. Por esto
ultimo H™ es union disjunta de horoesferas centradas en p = oo. Ahora, por
el cdlculo de las métricas, especificamente para ™71, se tiene que cualquier
punto en el interior del modelo del semi-espacio, es un multiplo positivo de
otro punto con la métrica Riemanniana estandar de R*~!. [ |

Observacion 3.2. Una horoesfera en H" hereda la estructura Riemanniana
de R"1, pero no la estructura del espacio métrico, es decir, la distancia
de H™ restrigida a horoesferas no es euclidiana. La razon de esto es que si
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integramos la métrica para obtener la distancia restringida a la horoesfera,
usamos geodésicas las cuales no estdn contenidas en la horoesfera, y por
tanto st llevamos a cabo las dos operaciones en orden inverso tendremos un
resultado distinto.

Acorde con la caracterizacién anterior, una horoesfera centrada en p €
OH" divide a H" en dos regiones conexas homeomorfas a n-bolas, llamaremos
a la que se encuentra en JH", una horobola centrada en p.

Proposicién 3.12. Una bola hiperbdlica en D™ (o ™% ) es una bola euclidia-
na con diferente centro y radio, cuya cerradura es compacta en D" (o ™71 ).

Demostracion:

Por el Corolario 3.5, una bola de radio r centrada en 0 € D" es una bola eu-

clidiana de centro 0 y radio tanh(r/2) < 1, pues r = d(0, x) = 2arctanh(||x||)
con z € D" y por lo tanto su cerradura es compacta en D", recordemos que
la distancia hiperbdlica induce la topologia estandar en D™.
Ya que las inversiones con respecto a esferas ortogonales a dD" y elementos
de O(n) son homeomorfismos de D" y mandan bolas en bolas, lo anterior se
mantiene para cada bola en D". Mas aun, la funciéon usada en la definicion
de ™7 es también una inversién, por tanto la proposicién queda probada.
|

3.2. Curvatura del Espacio hiperbdlico

Iniciamos dando un resultado importante acerca de los tridngulos hi-
perbélicos en H2.

Teorema 3.1. Sea A un tridngulo hiperbolico en H?, es decir, formado por
las geodésicas de H? con dngulos interiores, «, 3,7 entonces

AA) =7 — (a+ B +7).
Donde A es el drea hiperbdlica del triangulo.

Demostracion:
Consideremos el modelo del semi-plano y recordemos que el area hiperboéli-

ca esta definida por
dxdy
A(A) = / R
A Y
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ou

1
Tomando u = — y v = 0, tenemos que — = ——. Aplicando el Teorema de

Green podemos reducir la integral doble a una integral de linea como sigue:

/dxdy_/ d_x
N & 8Ay'

Sea [ uno de los lados de 0A y cambiando a coordenadas polares tenemos

que:
/dx /¢’dcos@ _—/¢d9=¢—¢.
psent W

Considerando todos los lados

3
AD) =) (Wi — )

i=1
Observemos que esta cantidad al ser multiplicada por —1 se interpreta como
el cambio de direccién tangente cuando se recorren los lados del triangulo.
Ademas, el cambio de direccién tangente en cada vértice es m1 — a,m — [y
T — 7y, respectivamente.
Y finalmente, si se recorre toda la frontera del triangulo el cambio de direccién
tangente es 27. Por tanto:

M«
=

o = [Br— (a+ B+ )] = > (% — 1),

i=1
De donde
AA) =71 —(a+B+7).
|
Con este resultado podemos ver que si los angulos del tridngulo son mas
pequenos el drea incrementa, de tal forma que si los &ngulos son identicamente
0, el area seria 7, en este caso tendriamos que los tres vértices del triangulo
son puntos al infinito.
Para finalizar este trabajo analizaremos la curvatura del espacio hiperbélico.

Definicién 3.9. Sean M una variedad riemanniana yp € M. La curvatura
seccional para un subespacio V' del espacio tangente a M en p, T,M, de
dimension 2, se define como:

(,y,2,9)
k(x,y) = W’
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donde x,y € V son dos vectores linealmente independientes y
lz Ayl = V] Plyl? = (2, 9)?.

Teorema 3.2. El espacio hiperbolico tiene curvatura seccional -1.

Demostracion:

Consideremos la métrica del modelo del semi-espacio para H" como:

_ %
9ij = 72

donde F' es una funcién difereciable y positiva.
Denotemos por ¢ = F?3;; como la matriz inversa de g, log F = fy
of
o, I

" 9 2 5

, Jik _ ik
Asi, tenemos que a—x] = —5ikﬁFj = _2ﬁfj'

Calculemos los simbolos de Christoffel, coeficientes de la conexiéon Rieman-
niana.

1 0 0 0
k o mk
Iy = 5 Z (8_xigjm + a_xjgmi - %gm) 9
1 0 0 0
= | =g g — —— g | F?
92 <angjk + 8@- ki 8xk gz])
= —0rfi — Okif; + 0ij fr-

Si los tres indices son distintos entonces Ffj = (. Para dos indices iguales
tenemos que

F;L:j = =
ng =

F‘ZJ = —fi
I = —fi

Ahora calculemos los coeficientes de la curvatura

. 1
!
Rijij =Y Rizigy = Rl = i g
l
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Asi, se tiene que
Rijsy = — > T - Zr‘ T’ +—PJ —irﬂ
(XA F2 1 gl gial a '
!

0 _. 0 _.;
Como a—xjrfi =fiiy a_l,lr;@ = —fu.

Se sigue que

I J i J J I i g J I
’Lﬂ] - Z FZZF]l + Fnrjz + FMF]] - F]zrzz - F]ZFZJ
57@757@
0 1 _ irﬂﬁ

3_:L‘j 0 gy
= = > N+ -GBSt fa
l#i,llséj
= =D A+ fat fi
l

Dado que I‘ﬁj = 0 para 1, j, k diferentes a pares se tiene que R;jj; = 0 si los
cuatro indices son distintos entre si. Con tres indices distintos tenemos lo
siguiente

o .
2 i o ! l 7 7 7
F°R, = Y TLI, Zr ), rm 5L
l 1
7 R 7 a 7 0 7
= Ty — T4,y — 5T + o 'Pik—a—xirjk
Jifi = (=) (=13) = (= fi) (= f) = fij
_fkfj_fkj‘
0 )
2
PRy = 3TW - ST rzk !
. o a : o .
= [yl + DRI, r;krgﬁa—%rgk—a—% e

= frfi+ (=fi)(=fx) = (=f)(=fi) + fui
= fifu + fui-
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0
F2R’ij = ZFﬁka Zrékrzl"‘ ka o ka
]
L0, — kaffk
= (=f)(=1f;) = (=1)(=13)
= 0.

Finalmente, la curvatura seccional con respecto al plano generado por

0 0
y—=—— es

ox; 8:6 j

Ry
Ki; = ﬁ = Ry F' = <_Zfl2+fz‘2+fj2+fii+fjj> F*
ii9jj .

Ahora, para el caso F? = 22 el cudl implica que f = logz,,.
Sii # n, j #n se sigue que

Siit=nyj#n,

1
Kin=(=f2+ f2+ fun) F* = _:L'_sz ~1.
Por tanto, por [3, Corolario 3.5, pag. 96|, obtenemos que la curvatura seccio-
nal de H"” es constante, igual a -1. |

Utilizando la prueba anterior podemos determinar la curvatura seccional de
R™ y S™.

Teorema 3.3. La curvatura seccional de R™ y S™ es 0y 1, respectivamente.

Demostracion: 9
s Gij
Para R™ con la métrica usual g;; = d;;, notemos que a—j = (0 entonces
x .
J
Ffj = 0 por tanto R;;;; = 0 con lo cual concluimos que k;; = 0.
Para S™, primero calcularemos su métrica.

Consideremos 7 : S™ — R™ dada por

/

/
! . _
(@) =(—-—) conl<i<n, T= (2}, ...,2,,,) €S"
1 L1



y su inversa 71 : R® s S"

) 2, Jef2—1
1 i

= ) - ) )y n ER”
() (||x||2+1||x||2+1 e

Asi, la métrica queda definida como

(dym Y (u)|dym (v)); con u,v € R,

ya que 7! es un difeomorfismo entre ambos espacios.

Calculando la derivada de 77!, tenemos que para 1 < i <n,

Ofi _2(ll +1) = i) (2z:) _ 2(||||* — 227 + 1)
Ox; (flff* +1)2  (lelP+n2

parai#jyl<j<n,

Ox; (=l +1)*  (Jl«f>+1)*
Ademas,
Ofnir _ Cr)(ll=l” +1) = (l|* = D@w:) 4z

Oz; (NJ=]* + 1) (=2 + 1)

Por otro lado, si uw € R, u = (uq, ..., u,) se tiene que
_ ~ 0f an (9fn+1
2 25 -1 _
(I + 1y (w) = ( o Z s,

o, o, ;
- (67)“(69:) vt *(ax)“"

fj,;r1u1 + fj,xQUZ + -+ fj,xnun-

Luego, el producto queda de la siguiente manera

(]l + 1)*(dr; (u)|dm " (v)
- <fjvx1’ fj,z1>U1’U1 +o-t <fj7-7:n7 fj,xn>unvn +
<fj,xi7 fj,xk>uivk7
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coni#k, 1<j<n.
Ademas,

(fralfiz) = Allz]* — 227 +1)*

= +16.T12I? + 1627

= A(ll2[I* + 2[ll* (=227 + 1) + (=227 + 1)*) +

= 16x?x? + 1627

= A(ll=ll* — 427 (l2l® + 2l 2])* + daf — 42 + 1) +
16:1;1%3 + 1627

= 4|z||* - 1627||z||* + 8||z|]* + 16z} — 1627 + 4
+16I?I§ + 1627

= Allz]* +8|lz]* + 4

= A(ll=[* + 1)

(Fiao Fiw) = 20121 = 223 + 1) (—4wiae) + 2(||]|* — 22§ + 1)(—4x;x)
+4(zix5) Az ;) + 16224
= (=8zyzp)(||lz|)* — 22 + 1+ ||=||* — 227 + 1) +
16x§mixk + 16x;x;
= (—Sxixk)(Qa:? +2)+ 161‘?@% + 162,21

= —16xixkxj2- — 16x;x), + 16x§xixk + 16x;x)

= 0.
Por lo tanto,
- _ 1
() om0 = gy 1 e )
4def
(EEEa

Asi,
46,5

(dom(ed), dom ™ (e))) = (EEE
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A6
“—— para S", calculamos la curvatura

Considerando la métrica g;; = m
T

seccional.
Veamos la métrica como el caso anterior

gij = F25m
2
+1
con F = % y f=log F =log(||z]|* + 1) — log(2),
de manera que
fo el D) - aof
[l ]|* + 1 (> + 1)2

Como antes la curvatura seccional esta dada por
Ky = <—Zf12 +f A+ fat fjj) F?,
1

sustituyendo se tiene que

42 42 422
Ky = |- L+ L+ L —+
! ( ; (llzl*+ 1)~ (lzlI*+ 1) (lfI* + 1)
2(|[z)1* + 1) — 42 2(|]* + 1) —4%') (fl=]* +1)?
(> 4 1)? (lz[* 4 1)? 4

_ (—Z dp 4||xu2+4><||xu2+1>2
= (el " (P17 )
4 (242
(P02 4
= 1

El resultado se concluye utlizando [3, Corolario 3.5, pag. 96]. [ |

La pseudoesfera (ver figura 3.5.) es una superficie que tiene curvatura Gaus-
siana constante negativa. Se trata de una superficie de revolucién, y se obtiene
rotando la curva llamada tractriz alrededor de su asintota.
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Figura 3.5.

Si vemos a la pseudoesfera como subconjunto de R? podemos calcular su cur-
vatura de la siguiente manera.
Consideramos una superficie de revolucion de manera general dada por

(u,v) = (¢(v) cos(u), p(v) sen(u), ¢ (v))

con 0 <u<2m a<v<byp(v)#0.
Entonces su curvatura Gaussiana queda definida como:

K=-—.
¢

Ahora, la pseudoesfera tiene como parametrizacion la siguiente expresion

x(u,v) = (sech(v)cos(u), sech(v)sen(u),v — tanh(v)).

Entonces,

$(v) = sech(v),

¢ (v) =1— (1 —tanh?*(v)) = —tanh?(v),

gz;”(v) = —(sech(v)tan(v))tanh(v) — sech(v)(1 — tanh?(v)) = —sech(v).
or tanto,

~ —sech(v)
k= sech(v) L
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Lo que falla en esta superficie es la singularidad que presenta, que hace
que no sea una superficie completa, sélo es isométrica de manera local al
plano hiperbdlico; aunque de manera general el Teorema de Hilbert [3, 5-11,
pag. 446], advierte que no existe en R una superficie regular y completa de
curvatura gaussiana constante negativa.
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